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1. brundsätze. In der Statik haben wir die Kräfte 
nur untereinander Yerglichen und namentlich , indem 
wir sie nach Kilogrammen mafsen, mit der Schwerkraft. 
In der Dynamik tritt uns eine neue Frage entgegen, 
nämlich folgende: Welche Wirkung übt eine gegebene 
Kraft auf den Bewegungszustand eines gegebenen Körpers 
aus? Hier müssen wir uns an die Erfahrung wenden, 
und diese hat uns die Richtigkeit von folgenden funda- 
mentalen Sätzen gelehrt. 

I. Eine Kraft, welche auf ein Teilchen in 
der Zeit dt wirkt, erteilt demselben eine ge#- 
metrische Geschwindigkeitszunahme, welche die 
Richtung der Kraft besitzt und ihrer Gröfse 
nach der Kraft proportional ist. Die Zunahme 
ist unabhängig von der Richtung und Gröfse der 
im voraus vorhandenen Geschwindigkeit. 

Da mehrere Kräfte, welche gleichzeitig auf das 

Teilchen wirken, durch ihre Resultante ersetzt werden 

können , so mufs diese eine Geschwindigkeitszunahme 

hervorbringen, die gleich der geometrischen Summe der 

1 
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Geschwindigkeitszunahmeü ist, welche die Kräfte, einzeln 
genommen, hervorbringen würden. 

IL Kräfte, welche verschiedenen Teilchen 
identische Geschwindigkeitszunahmen er- 
teilen, sind den Massen der Teilchen propor- 
tional. 

Dieses Princip lehrt uns, dafs von den physischen 
Eigenschaften des Teilchens nur seine Masse in der Dy- 
namik Bedeutung für uns hat, während andere Eigen- 
schaften, wie Farbe, Leitungsvermögen u. s. w. keinen 
Einflufs auf die Veränderung im Bewegungszustande des 
Teilchens haben, welche eine gegebene Kraft verursacht. 

IIL Wirkung und Gegenwirkung (Aktion 
und Reaktion) sind gleich grofs und entgegen- 
geisetzt. 

Dieses Princip, welches dieselbe Gültigkeit für die 
Bewegung wie für die Ruhe besitzt, läfst sich für den 
Fall beweisen, wo die Körper einen direkten Druck 
auf einander ausüben; denn denkt man sich zwischen 
den beiden Körpern beispielsweise ein dünnes Blatt von 
unendlich kleiner Masse, so müfste dieses eine unendlich 
grofse Geschwindigkeit erhalten, wenn Wirkung und 
Gegenwirkung sich nicht aufhöben. 

Dieser Beweis läfst sich jedoch nicht benutzen, wenn 
die Kräfte in der Entfernung wirken, z. B. bei der all- 
gemeinen Anziehung. 

2. Bewegungsgrölke. Unter der Bewegungsgröfse 
eines Teilchens versteht man das Produkt aus dessen 
Masse und Geschwindigkeit. 

Man sagt, dafs die Bewegungsgröfse dieselbe Rich- 
tung habe wie die Geschwindigkeit; ebenso wie diese 
stellt man sie durch eine Strecke dar, indem man eine 



beliebige Strecke zur EiDheit nimmt. Bewegungsgröfsen 
werden ebenso wie Geschwindigkeiten zerlegt und zu- 
sammengesetzt. 

3. Dynamisches Mab der Kräfte. Da eine Kraft, 
welche in der Zeit dt einem Teilchen von der Masse m 
eine geometrische Geschwindigkeitszunahme [dv] erteilt, 
demselben Teilchen, wenn sie unverändert an Gröfse und 
Richtung in einer Zeiteinheit wirkte, die geometrische 

Geschwindigkeitszunahme LJ geben würde, so können 

wir nach I und II für die Kraft annehmen 

^-^-dT' 
worin k eine Konstante bedeutet, die willkürlich gewählt 
werden kann, solange wir nur die dynamischen Wirkungen 
verschiedener Kräfte vergleichen wollen. Wir können 
jedoch einen solchen Wert für k wählen, dafs das dyna- 
mische Mafs mit dem früher angenommenen statischen 
Mafs identisch wird. » 

Versuche haben gezeigt, dafs die Schwere in einer 
Sekunde einer Masse m eine Geschwindigkeitszunahme 
von 

g = 9,80896 m*) 

erteilt, so dafs man für das dynamische Mafs der Schwer- 
kraft 

^ = kmg 

erhält, und dieses fallt für ä; = 1 mit dem statischen 
Mafs der Kraft, nämlich dem Gewicht, zusammen. Wir 
setzen deshalb 



*) Für Paris und. auf die Meeresobeifläche rednciert, nach Biot. 

1* 



hierdurch wird also die Kraft sowohl der Richtung wie 
der Gröfse nach bestimmt. 

Unsere Masseneinheit ist diejenige Masse, welche g 
Kilogramm wiegt, also diejenige, welche in g Kubik- 
decimetern Wasser im Zustande seiner grörsten Dichtig- 
keit enthalten ist. 

Wenn wir die Bewegung eines Teilchens untersuchen, 
so setzen wir in der Begel voraus, dafs das Teilchen die 
Masse 1 hat; die Kraft heirst dann die beschleunigende 
Kraft, während sie bei einer beliebigen Masse die be- 
wegende Kraft heifst. 

4. Komponenten der Kraft. Da !^ die Beschleu- 
nigung der Gröfse und Richtung nach bestimmt, so ist 
dieselbe identisch mit der beschleunigenden Kraft. Da 
nun Kräfte und Beschleunigungen auf dieselbe Art zer- 
legt und zusammengesetzt werden, so haben wir, wenn 
X, Y und Z die Komponenten der beschleunigenden 
Kraft sind (Kinematik, 28), • 

und ferner (Kinematik, 29) 

df^ dt" ^' p '^ ^' ^^^ 

wo r und C, die Tangentialkraft und die Centri- 
petalkraft, die Komponenten der beschleunigenden 
Kraft darstellen , beziehungsweise nach Tangente und 
Hauptnormale. 

Aus den Gleichungen (2) bestimmt man leicht die 
Kraft, wiönn die Bewegung bekannt ist, wenn also x, y 
und z bekannte Funktionen von t sind. Die umgekehrte 
Aufgabe verlangt die Integration der drei zusammen- 



gehörenden Differentialgleichungen; dadurch werden sechs 
willkürliche Eonstanten eingeführt, die sich in der Kegel 
dadurch bestimmen lassen, dafs man die Geschwindigkeit 
und die Koordinaten zu einem gegebenen Zeitpunkt kennt. 

Die erste der beiden Gleichungen (3) zeigt, dafs 
die Geschwindigkeit konstant bleibt bei jeder 
Bewegung, bei der die Kraft beständig normal 
zur Bahn gerichtet ist, während die zweite Gleichung 
zeigt, dafs die Bahn eine Gerade wird, wenn die 
Richtung der Kraft beständig mit der der Ge- 
schwindigkeit zusammenfällt. Man kann also 
sagen, dafs jede von den Komponenten ihre besondere 
Bolle spielt, indem die Tangentialkraft die absolute Gröfse 
der Geschwindigkeit verändert, während die Centripetal- 
kraft die Richtung derselben verändert. 

Um die Komponenten der bewegenden Kraft zu er- 
halten, braucht mau nur diejenigen der beschleunigenden 
Kraft mit m zu multiplicieren, so dafs man hat: 



d^S dv rn 'WV^ ^ 



(4) 



Da m[dv] die geometrische Zunahme der Bewegungs- 
gröfse in der Zeit dt ist, so kann man die Gleichung (1) 
auch folgendermafsen in Worten ausdrücken: 

Die bewegende Kraft wird nach Gröfse und 
Richtung durch die Bewegungsgröfse gemessen, 
welche dieselbe, unverändert in einer Zeitein- 
heit wirkend, einem Teilchen von beliebiger 
Masse mitteilt. 

5. Vorzeichen. In den Gleichungen (2) kommen 
die Kräfte mit ihren Vorzeichen vor, so wie diese in der 



Statik bestimmt wurden durch die Richtungen der Kräfte, 
verglichen mit den positiven Richtungen der Axen. Im 
allgemeinen kann man sagen , dafs die Komponenten 
positiv oder negativ gerechnet werden, je nachdem ihre 
Wirkung eine Vergröfserung oder eine Verkleinerung der 
entsprechenden Koordinaten mit sich bringt. 

Die zweite Gleichung (3) zeigt, dafs p und C mit 
demselben Vorzeichen zu nehmen sind, während die erste 
zeigt, dafs T positiv oder negativ zu nehmen ist, je 
nachdem «, das mit Vorzeichen gerechnet wird, dadurch 
vergröfsert oder verkleinert wird. 

Es ist von Bedeutung, dafs man einen wichtigen 
Unterschied zwischen der Dynamik und der Geometrie 
im Auge behält; in der letzteren werden Gleichungen, 
welche für einen speciellen Fall gebildet sind, in der 
Regel allgemein gültig sein, während die Gleichungen in 
der Dynamik häufig nur innerhalb gewisser Grenzen 
gelten, so dafs man dasselbe Problem oft zerlegen und 
verschiedene Teile der Bewegung durch verschiedene 
Gleichungen behandeln mufs. 

6. Arbeit und lebendige Kraft. Wenn ein Teilchen 
von der Masse m die Geschwindigkeit v besitzt, so nennt 
man das Produkt \mv^ die lebendige Kraft*) des 
Teilchens. Addiert man die lebendigen Kräfte aller Teil- 
chen eines Systems von materiellen Punkten, so erhält 
man die lebendige Kraft des ganzen Systems. Bei der 
Bestimmung der lebendigen Kraft spielen die Richtungen 
der Geschwindigkeiten also keine Rolle, sondern nur die 
absoluten Gröfsen derselben haben Bedeutung. 

Wenn eine Kraft P auf ein Teilchen wirkt, das ein 



*) Einige Schriftsteller nennen mv^ die lebendige Kraft. 



Bogenelement da durchläuft, welches, in der Bichtung 
der Bewegung genommen, mit der Kraft den Winkel a 
bildet, so nennt man 

P cos a.ds 
die bei dieser Bewegung von der Kraft geleistete Ele- 
mentararbeit. Diese ist gleichbedeutend mit dem, 
was wir in der Statik das der Verschiebung ds entspre- 
chende virtuelle Moment genannt haben. Wir können 
daher auf die Arbeit diejenigen Sätze anwenden, die wir 
bei unserer Untersuchung über das virtuelle Moment 
entwickelt haben. Im besonderen ist zu merken, dafs 
die Arbeit der Resultante gleich der Summe der 
Arbeiten der Komponenten ist, so dafs die Ele- 
mentararbeit sich ausdrücken läfst durch 

Xdx + Ydy + Zdz. 

Nach der Definition verrichtet eine Kraft, welche 

normal zum Bahnelement gerichtet ist, keine Arbeit. 

Zerlegt man eine Kraft in ihre tangentiale und ihre 

normale Komponente, so braucht man bei Bestimmung 

der Arbeit auf die letztere keine Bücksicht zu nehmen; 

die erstere giebt 

dv 
m-j-da =» mv ,dv « J d . mv^ , (5) 

woraus hervorgeht, dafs die v.on der bewegenden 
Kraft in der Zeit dt ausgeführte Arbeit genau 
gleich dem Zuwachs an lebendiger Kraft ist, 
den das Teilchen in derselben Zeit erfährt. 
Führt man die Komponenten nach den Axen ein, so 
ergiebt sich 

Jd . mv* == Xda + Ydy + Zdz, (6) 

eine Gleichung, die man auch erhält, wenn man die 
ersten Gleichungen (4) beziehungsweise mit dx, dy und 



8 
dz multipliciert und addiert, und zugleich beachtet, dafs 

4-' = *-(©•+ (l)"+(S)') 
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7. Die gefundene Gleichung (6) ist namentlich an- 
wendbar, wenn Xdx + Ydy + Zdz ein vollständiges 
Differential ist, wenn also eine solche Funktion ü von 
^, y und z existirt, dafs 

In solchem Falle erhält man durch Integration 

im((;2-V) - ^~^o. (8) 

worin U^ den Wert von U für einen Punkt bedeutet, in 
dem die Geschwindigkeit Vq ist. U heifst die Kräfte- 
funktion oder das Potential der Kräfte. 

U =. const. (9) 

ist die Gleichung für eine sogenannte Niveaufläche; 
für Verschiebungen in einer solchen ist 

Xdx + Ydy -\- Zdz = 0, 

woraus hervorgeht, dafs die Kraft in jedem Punkte des 
Baumes normal zu der durch den Punkt gehenden Ni- 
veaufläche ist. 

Kennt man die Kräftefunktion und die absolute Gröfse 
der Geschwindigkeit des Teilchens an einem Punkte, so 
ist dadurch die absolute Geschwindigkeit des Teilchens 
an jedem Punkte des Saumes bestimmt, unabhängig von 
der Richtung der Anfangsgeschwindigkeit. In diesem 
Sinne kann man von der Geschwindigkeit des Teilchens 
an einem Punkte sprechen, der nicht in der Bahn des 
Teilchens liegt, indem man dann diejenige Geschwindigkeit 



meint, welche das Teilchen erhalten würde, wenn es 
durch eine Veränderung der Richtung der Anfangsge- 
schwindigkeit dahin gebracht wäre, durch diesen Punkt 
zu gehen. 

Einer der wichtigsten Fälle, in denen ein Potential 
existiert, ist derjenige, wo die Kräfte gegen feste Mittel- 
punkte gerichtet und nur von der EIntfernung abhängig 
sind; ist r die Entfernung von einem der Mittelpunkte, 
während R die Kraft ist, so wird die Elementararbeit 
Rdr\ der Ausdruck Rdr ist aber ein vollständiges Diffe- 
rential, da R eine Funktion von r ist; man hat also 

.i.w(„2_t,^2) = 2:\Rdr, (10) 

wo die Summation sich auf alle Mittelpunkte erstreckt 
und die Integrale von den r =- t?o entsprechenden Werten 
von r an genommen werden. R ist positiv, wenn die 
Kraft abstofsend, negativ, wenn zie anziehend ist. 
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ERSTES KAPITEL. 

Geradlinige Bewegung eines Teilchens. 



8. Der freie Fall. Bewegt sich ein Teilchen von 
der Masse 1 auf der a;-Axe unter dem Einflüsse der 
beschleunigenden Kraft X, so wird die Bewegung desselben 
bestimmt durch 

d^a dv dv ^ ,^. 

Steht die ^-Äxe senkrecht, nach unten als positiv ge- 
nommen, und ist die Schwere die wirkende Kraft, so 
hat man X = g^ mithin 

d/X dtC 

-^ = ^ , und daraus — = gt-^ c = Vy 

worin c die Geschwindigkeit bedeutet, welche < = ent- 
spricht; hieraus erhält man wiederum 

^ = i9i^ + <^^ (2) 

worin die Konstante so bestimmt ist, dafs einem < = 

ein a; = entspricht. 

Die Bewegung vollzieht sich mit konstanter Beschleu- 
nigung g und mit gleichmäfsig wachsender oder abneh- 
mender Geschwindigkeit; ist c negativ, so wird die Ge- 
schwindigkeit Null für 

— c c^ 

t == ; ä! = ^r— ; 

9 ^9 
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wenn der hierdurch bestimmte Punkt erreicht ist, so 
beginnt das Teilchen zu fallen, und man erhält wieder 

a? == für < = , so dafs Steigen und Fallen die- 
selbe Zeit in Anspruch nehmen. Ist das Teilchen zu- 
rückgekehrt bis sc = , so ist die Geschwindigkeit — c, 
also der Anfangsgeschwindigkeit entgegengesetzt. 

Ist das Teilchen ohne Anfangsgeschwindigkeit durch 
die Strecke x gefallen, so hat man 

V =^ gt; ar = yt^; (3) 

hieraus erhält man durch Elimination von t: 

«2 = 2ffa:, (4) 

eine Gleichung, die sich auch aus (6) ableiten läfst. 
V heifst hier die der Fallhöhe x entsprechende 
Geschwindigkeit. 

9. Atwoods Fallmaschine. Die Konstante g wird 
durch Versuche und mit Hülfe der oben gefundenen 
Formeln bestimmt. Da der Fall jedoch zu rasch vor 
sich geht, als dafs Versuche ein genaues Resultat ergeben 
könnten, so vermindert man die Fallgeschwindigkeit mit 
Hülfe von Atwoods Fallmaschine. Eine Schnur, von 
deren Gewicht man absehen kann, läuft über eine Bolle 
und trägt an ihren Enden zwei gleich grofse Massen m. 
Die Bewegung wird nun dadurch hervorgerufen, dafs auf 
einer der Massen m ein Übergewicht m^ angebracht wird. 
Man hat also auf der einen Seite die Masse m 4- ^n^ , 
während die bewegende Kraft gleich (m + mi)g — T ist, 
wo T die Spannung der Schnur bedeutet; die Bewegung 
wird also bestimmt durch 

(m + mj ^ == (w + m^)g — T, 

während man für die andere Masse m erhält: 
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— m^ = mg— 1, 

da die beiden Massen wegen der konstanten Schnorlänge 
gleich groGse und entgegengesetzte Beschleunigungen er- 
halten müssen; nnn findet man durch Elimination der 
unbekannten Spannung 

d^x Wi ,^ 

woraus hervorgeht, dafs die Bewegung dieselbe ist wie die, 
welche durch die konstante beschleunigende Kraft auf der 
rechten Seit« des Gleichheitszeichens hervorgebracht werden 
würde, und diese Kraft kann man durch passende Wahl 
Yon m und m^ so klein machen, wie man will. Für die 
Spannung der Schnur erhält man, wenn man den Aus- 

druck für -7-^ i^ ^ioe der obigen Gleichungen einsetzt: 

Um die Masse m in Buhe zu halten, bedarf es einer 
Spannung mg-^ der übrige Teil der Spannung giebt dann 
der Masse m ihre Beschleunigung nach oben; für die 
Masse mA-m^ ist die Spannung dagegen kleiner als das 
Gewicht, da ihre Beschleunigung nach unten gerichtet ist. 

lt. Der Fall auf der sehiefen Ebene wurde von 

Galilei benutzt um ^ zu bestimmen. Das Teilchen läfst 

sich hier als frei betrachten, wenn die Reaktion der 

schiefen Ebene hinzugefugt wird, und da diese normal 

zur Bahn ist (wenn man vom Beibungswiderstande absieht), 

so hat sie keinen Einflufs auf die Tangentialkraft; man 

hat deshalb: dv d^x 

^ = i,8in« = -^, (6) 

WO a den Neigungswinkel der schiefen Ebene und x den 
vom Teilchen auf der schiefen Ebene zurückgel^ten W^ 
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bedeutet Die Bewegung wird also durch dieselben For- 
meln bestimmt wie beim freien Fall, nur hat man ^sina 
an Stelle von g zu setzen. Für die Geschwindigkeit hat 

man 

r* = 2^a;sina; 

ist nun x die Länge der schiefen Ebene, so ist o^sina 
die Höhe derselben, so dafs das Teilchen, wenn es die 
Länge der schiefen Ebene durchläuft, dieselbe Geschwin- 
digkeit (der Gröfse, aber nicht der Richtung nach) erhält, 
wie wenn es die Höhe der schiefen Ebene durchfallen 
hätte. 

11. Fall in der Luft. Bewegt sich ein Körper in 
einem homogenen Mittel, so kann man, wie Versuche 
gezeigt haben, für mittlere Geschwindigkeiten den Wi- 
derstand als der Dichtigkeit des Mittels und dem Qua- 
drate der Geschwindigkeit proportional betrachten. Neh- 
men wir an, der Körper sei eine Kugel, so wird der 
Widerstand zugleich proportional dem Inhalt eines gröfsten 
Kreises und kann ausgedrückt werden durch 

wo r den Radius der Kugel, p die Dichtigkeit des Mittels 
und X eine Konstante bedeutet; ist p^ die Dichtigkeit 
der Kugel, so ist ihre Masse ^nr^p^\ der Widerstand 
für die Einheit der Masse ist also 

ppv^ 



wo // eine Konstante bedeutet. Man darf annehmen, 
dafs der Widerstand im Mittelpunkte der Kugel wirksam 
und dafs seine Richtung derjenigen der Geschwindigkeit 
entgegengesetzt ist. 

Statt der Kugel können wir nun ein Teilchen von 
der Masse 1 betrachten, welches im Mittelpunkte der 
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Kugel angebracht ist ; der Widerstand läM sich betädi- 
nen durch 

WO k diejenige Geschwindigkeit bezeichnet, die das Teil- 
chen haben mölste, damit der Widerstand genau gleich 
dem Gewichte wird; für die Bewegnng senkrecht 
nach unten hat man dann 

S = ^-^F = £<**-^>' (7) 



woraus 



2gdl dv du 



k + v' 



mithin 



2.^' = / * 



k k — v' 

wo die Konstante so bestimmt ist , dafs v = einem 
t = entspricht; hieraus erhält man 






k — v _?1 
e * 
oder 

*? _*« 

* dx 









und hieraus wieder 



ar=-Z '^ , (9) 

wo die Konstante so bestimmt ist, daTs x = einem 
f=»0 entspricht. 

Eine Gleichung zwischen o und x läfst sich finden, 
wenn man t zwischen (8) und (9) eliminiert; leichter 
"^det man dieselbe jedoch, wenn man einen anderen Aus- 
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drack für die bescfaleanigende Kr&ft benutzt, n&mlich (1) 

dar A«^* "'' 
woraus 

U Li 

dieser Ansdrnck zeigt, dafs k die Grenze für die Gre- 
schwindigkeit ist, wenn x bis ins unendliche wächst. 

Für die Bewegung nach oben mit der Anfangs- 
geschwindigkeit — a, die x = und t =- entspricht, 
hat man 

dv g 



woraus 



^ = ^(i«+««), (11) 

gdt ' kdv 



oder 



k k^ + v^' 
^ = arctg-^ + arctg- = arctgj^^-^ 



mithin 



. gt 
ho -\-ka k 

k^ — va qt 

cosv 
k 



oder 



j , gt gt 

ksin-, acosv 

fc k dx 

t^ - * -, 7==^' (12) 

. öt . , gt dt ^ ' 

asin v + äcosv 
k k 

woraus sich wieder ergiebt 

' = -7'(l-f+-¥)- <'=) 

Eine Gleichung zwischen v und x erhält man aus 

^ _£(*' + ..), (U) 
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woraus 

Die gefundenen Gleichungen lassen sich nur solange 
benutzen, bis die Geschwindigkeit Null wird;^ies geschieht, 
wie (12) zeigt, wenn die Zeit 

t, :^ -arctg|-, (16) 

%/ 

wird; der entsprechende Wert von x ist 

Darauf setzt sich die Bewegung in entgegengesetzter 
Richtung fort und wird, wenn man den höchsten Punkt 
zum Anfangspunkt nimmt, durch die früher gefundenen 
Formeln für die abwärts gerichtete Bewegung bestimmt; 
wenn das Teilchen seinen Ausgangspunkt wieder erreicht, 
so ist die Geschwindigkeit 

ak 

also kleiner als die Anfangsgeschwindigkeit; die Zeit, 

welche während des Fallens verfliefst, erhält man, wenn 

man in die Gleichung 

2gt , Ä; -h V 

k k — V 

a^ statt V einsetzt; dadurch erhält man 



t, = A -_±^±J^ . (19) 

9 ^ 



Diese Zeit ist gröfser als t^ , denn aus 

' > • 



folgt, wenn man mit dz mnltipliciert und integriert (alle 
Elemente sind positiv zu nehmen). 
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l{z+Vl + z^) > arctg«; 
für ^ = X folgt hieraus t^ > t^. 

12. Fall In grörserem Abstände von der ErdoberflSohe. 

Ein Teilchen von der Masse 1 befinde sich in Buhe in 
einem Abstände a vom Mittelpunkte der Erde ; fällt dasselbe 
nun (ohne Luftwiderstand) durch die Strecke a^ so ist 
die beschleunigende Kraft, welche sich umgekehrt wie 
das Quadrat der Entfernung ändert, 

wo r den Erdradius bedeutet ; hieraus findet man, da für 
^ = auch » = ist. 



,2 _ ^9r^ 



v^^^ , (21) 



und darauf 



r\/ ^^dt = 7p====dx = -/ , da?+./ == , 

^ a Vax — ar Vax — x^ yax — x^ 

woraus 

r l/?^ t = Vcüö^l^ + -^ arc cos ^Zl?f ; (22) 

hierin ist die Konstante so bestimmt, dafs x^=^Q einem 
« = entspricht, 

13. FaU innerhalb der.Erdoberflaohe. Betrachten wir 
die Erde als eine homogene Kugel, so ist die Anziehung 
innerhalb der Oberfläche proportional der EntferDui\g vom 
Erdmittelpunkte (Statik, 106); ist diese Entfernung ^, 
so haben wir 

woraus 

»« = i!- (r* — ««) ; (24) 
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die Konstante ist hier so bestimmt, dafs r = ist für 
x=^r\ Hieraus erhält man 

" dx 



ä = tI/^ 



wobei das obere Vorzeichen für abnehmende, das untere 
für wachsende x gilt; die Integration giebt nnn, wenn 
a? = r für f = werden soll, 

i ^^ l/— arc cos — . (25) 

^9 ^ 

Diese Formel, welche, wenn der Winkel als bestän- 
dig wachsend genommen wird, für die ganze Bewegung 
gilt, zeigt, dafs diese Bewegung in periodischen Schwin- 
gungen zwischen x^=^-\-r und x = — r besteht; für eine 
Schwingung zwischen diesen beiden Lagen ist eine Zeit 
erforderlich, die ausgedrückt wird durch 



.V/^; 



(26) 
9 

für x = ^ ist die Geschwindigkeit ein Maximum. 

Es erteilt also eine Anziehung, welche der 
Entfernung proportional ist, dem Teilchen 
eine Bewegung, welche in periodischen Schwin- 
gungen um den Anziehungsmittelpunkt . mit 
gleich grofsen Ausschlägen nach beiden Seiten 
besteht. 

14. Bewegung zwischen zwei Anziehungsmittelpunkten. 

Der eine Auziehungsmittelpunkt möge im Anfangspunkte 
liegen, während der andere die Abscisse a habe. Die 
Anziehungen der beiden Mittelpunkte in der Entfernung 
1 seien beziehungsweise d} und ß^^ das Gesetz der An- 
ziehung sei das natürliche. Ist x die Abscisse des Teil- 
chens, so hat man (x < a) 
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vdv 3* «t* 

- ^ %^ (27) 



und daraus 



da {a — a?)* w*' 



«* = -^ + — + r. (28) 



wo X eine Konstante bedeutet', die sich bestimmen lärst, 
wenn man ein Paar zusammengehöriger Werte von v 
und X kennt. 

Die Zeit wird im allgemeinen durch ein elliptisches 
Integral ausgedrückt; hiervon macht jedoch der besondere 
Fall eine Ausnahme, wo die Geschwindigkeit Null ist in 
demjenigen Funkte, in welchem die beiden Anziehungen 
gleich grofs und entgegengezetzt sind, und dieser Punkt 
wird durch die Gleichung 

ß . , « ^ 

a — X X 
bestimmt; hieraus folgt 

X = -,^; (29) 



a^ß' 
daraus ergiebt sieh 

+ r = 0, 



^a + ßf 



a 
und hierdurch wieder 



V- 



'.„-.±^£±M=^. (30) 

^ yax — x^ 

dx 

WO die Integration, wenn man -r? an Stelle von v setzt, 

sich ausführen läfst ohne Benutzung von elliptischen 
Integralen. 

IS. Bewegung in einem widerstehenden (Mittel. Das 

Teilchen möge für a? = und t = eine Geschwindigkeit 
a haben und nur beeinflufst werden von dem Widerstände 
des Mittels, welcher der m*^ Potenz der Geschwindigkeit 
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proportional sein möge; dann hat man, wenn ib eine 
positive Eonstante bedeutet, (fn^lj 

|=-fe-, (31) 

woraus 

jfe(l~-m)^ = o*-«— r*-«. (32) 

Ist nun m positiv und kleiner als 1, so wird v Null 
nach Ablauf einer endlichen Zeit. Von diesem Augen- 
blich an mufs das Teilchen in Buhe bleiben, so dafs die 
gefundene Gleichung nicht für die folgende Zeit gilt; 
für diese gilt jedoch die partikuläre Auflösung o =» der 
Differentialgleichung. 



Aiweidiifei. 

1. Auf der einen Schale einer Wage befindet sich 
eine Person und ein Gewicht m^, während durch Gewichte 
auf der anderen Schale Gleichgewicht hergestellt ist; 
was geschieht, wenn die Person das Gewicht aufhebt? 

Erhält das Gewicht für die Zeit t die Geschwindig- 
keit r, so wird die von der Person angewandte Krait 

dv 
gleich mg-^-m-T-; der Druck auf die Schale wird also 

dv 
auf Grund der Reaktion um m -3- vermehrt. 

dt 

2. Zwei Teilchen mit den Massen m und m^ be- 
wegen sich mit gegebenen Anfangsgeschwindigkeiten 
gegen einander und ziehen sich nach einem beliebigen 
Gesetze an. Man bestimme die Bewegung des Schwer- 
punktes der Gesamtmasse. 

3. Eine Kugel, deren Dichtigkeit proportional der 
Entfernung vom Mittelpunkte ist, ist von einem dünnen 
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Bohre centrisch durchbohrt. Die Masse der Kugel zieht 
ein Teilchen nach dem natürlichen Anziehungsgesetze an. 
Bestimme die Bewegung des Teilchens im Bohre, wenn 
die Geschwindigkeit an der Oberfläche der Kugel Null ist. 

4. Die Bewegung eines Teilchens ist bestimmt durch 
die Gleichung 

bestimme die Geschwindigkeit als Funktion von a. 

5. Bestimme die Bewegung eines schweren Teilchens, 
das eine rauhe schiefe Ebene hinunterfällt; der Neigungs- 
winkel ist a und der Beibungskoefficient /i. 

6. Bestimme die Bewegung eines Teilchens, welches 
ohne Anfangsgeschwindigkeit zu besitzen von einem 
Punkte angezogen wird, der sich mit konstanter Ge- 
schwindigkeit in der Verbindungslinie von Teilchen und 
Punkt bewegt. Die Anziehung ist die natürliche. 

7. Von einem gegebenen Punkte aus fallen gleich- 
zeitig schwere Teilchen längs verschiedenen von dem 
Punkte ausgehenden Geraden ; bestimme den geometri- 
schen Ort der Punkte, welche die Teilchen gleichzeitig 
einnehmen. Der Widerstand der Luft bleibt unberück- 
sichtigt. 

8. W^elche Neigung mufs man einer schiefen Ebene 
von gegebener Basis geben, damit der Fall längs der 
Länge der schiefen Ebene in möglichst kurzer Zeit vor 
sich geht? 

9. Bestimme die Bewegung und die Spannung bei 
der losen Rolle, wenn die Kraft K und die Last L ist. 
Von Luft- und ßeibungswiderstand, sowie von dem Ge- 
wicht der Schnur und der Bolle ist abzusehen. 
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10. Ein homogener Faden, dessen Länge und Ge- 
wicht gegeben sind, beginnt zu fallen während seine eine 
Hälfte auf einem horizontalen Tische liegt und die andere 
frei über die Tischkante hinüber hängt. Vom Beibangs- 
widerstande ist abzusehen. Man bestimme die Bewegung. 

11. Ein Teilchen, das sich in Buhe befindet, wird 
von einem Punkte im Abstände a mit einer Kraft ange- 
zogen, welche dem Abstände umgekehrt proportional ist. 
Für welchen Wert von « wird die Zeit ein Maximum, 
welche das Teilchen gebraucht um die Strecke zwischen 
denjenigen beiden Punkten zu durchlaufen, deren Abstände 
vom Anziehungsmittelpunkt aa und a}a sind? 

12. Die Gleichung (30) soll näher untersucht wer- 
den, namentlich mit Bezug auf die Vorzeichen. 
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ZWEITES KAPITEL 
Freie krammlinige Bewegung eines Teilcliens. 



16. Wurfbewegung im leeren Räume. Ein Teilchen 
wird mit einer Anfangsgeschwindigkeit a geworfen, die 
einen Winkel a mit der horizontalen ar- Axe bildet ; diese 
liegt in der durch die Anfangsgeschwindigkeit und die 
Bichtung der Schwere bestimmten Ebene; ist die y-Axe 
aufwärts gerichtet, so hat man für die Bestimmung der 
Bewegung: 

dt^ ^' dfi ^' ^^^ 

hieraus ergiebt sich 

^«acosa; -^ ^ ^gt + aaiüa, (2) 

a ^^ at cos a; y === — ^gfi-}- atsin a, (3) 

wo die. ersten Konstanten durch die gegebene Anfangs- 
geschwindigkeit bestimmt sind, und die letzten dadurch, 
dafs Ä = 0, y = einem t = entsprechen. 

Die Elimination von t liefert die Gleichung der Bahn : 

welche einer Parabel mit vertikaler Axe angehört ; der 
zweite Schnittpunkt derselben mit der 4? -Axe wird be- 
stimmt durch 
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«2 



X. = —sin 2«; (5) 

9 

x^ helft die Wurfweite; ist a variabel, so wird die 
Wurfweite ein Maximum für a = 45° und erliält dieselbe 
Gröfse für Winkel, welche um gleichviel von 45° nach 
beiden Seiten hin abweichen; die halbe Wurfweite ist 
die Abscisse des Scheitelpunktes, der durch 

ojj == — sin a cos « ; ^2 = ö~ ^^^ « 

bestimmt wird. Addiert man ein Viertel des Parameters 
zu der Ordinate des Scheitelpunktes, so findet man die 
Höhe der Direktrix, nämlich 

2^sin2«+^cos«a = 2^; 

dieselbe ist also unabhängig von «. Der geometrische 
Ort der Scheitelpunkte ist eine Ellipse, während derjenige 
der Brennpunkte ein Kreis ist. 

Soll die Parabel durch einen gegebenen Punkt (x, y) 
gehen, so findet man aus der Gleichung der Parabel 



xiga = — ±l/-2 y 

9^9 9 



x^ 



hieraus geht hervor, dafs die Lösung unmöglich ist, wenn 
der Punkt aufserhalb der Parabel 

g^s^ -\- 2a^gy = a* 
liegt, während man für Punkte auf dieser Parabel eine, 
und für Punkte innerhalb derselben zwei Lösungen er- 
hält. Diese Parabel mufs deshalb die Enveloppe der 
einem variablen a entsprechenden Trajektorien sein, was 
sich auch leicht direkt nachweisen läfst. 

17. Wurfbewegung in der Luft. Die wirkenden 
Kräfte sind die Schwere und der Luftwiderstand, den 

wir wie oben mit ^ bezeichnen; derselbe wirkt in der 
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Tangente der Bahn, der Bewegung entgegen ; am zweck- 
mäfsigsten benutzt man die senkrecht auf den wirkenden 
Kräften stehenden Komponenten der beschleunigenden 
Kräfte ; dadurch erhält man, wenn a den Winkel bedeutet, 
welchen die Tangente mit der ^-Axe bildet, 

d^x d . V cos a ov^ 

und \ ; (6) 

— =^ flf cos Ä 

p 

die erste von diesen Gleichungen ergiebt 

d.v cosa 9 1^ 9 j 

= —^vdt = — — ds, 

V cos a «* k^ 

woraus 

—ff* 

17 cos a =« he *' , (7) 

worin A die « = entsprechende horizontale Komponente 
der Geschwindigkeit bedeutet. 

In der zweiten Gleichung (6) ist p positiv, da cosa 

positiv ist ; man hat deshalb, da wachsende s abnehmende 

a geben, 

ds = — pda^ 

so dafs die Gleichung sich verwandelt in 

da 
ds 

hieraus eliminiert man v mit Hülfe von (7) und erhält 



^'5? = —^rcosa; 



cos* a h^ 

setzt man tg a =» p , so nimmt diese Gleichung folgende 
Form an: 

dpvr+p J«'^'d«; (8) 

hieraus erhält man 
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C + pl/l+p2 + /(p + V^l+p2)_ __,*•, (9) 

worin die Konstante C sich duroh die Sichtung der ^ ===c 
entsprechenden Anfangsgeschwindigkeit bestimmen läfst. 
Die Formel zeigt, dars s und p gleichzeitig bis ins un- 
endliche wachsen, so dars die Bewegung sich einer ver- 
tikal abwärts gerichteten nähert. 

Die Koordinaten lassen sich durch p ausdrücken, 

nämlich 

ds A« -^ 
da: = , = e ^^ dp 

Vl+f 9 

und dy == pdx , 

oder, wenn man die Potenz von e mit Hülfe von (9) 
eliminiert, 

'^- = 7-^' '^^ = 7-^. (10) 

wo —P die linke Seite der Gleichung (9) bedeutet. Die 
Integrationen lassen sich nur näherungsweise ausfahren. 
Für die Bestimmung von t erhält man aus (6) 



-V- 



j, ■ / dsda 
dt 



g cos a 

wo dt und da entgegengesetzte Vorzeichen haben, so dafs 
man erhält, wenn man den Wert für da aus (8) einsetzt, 

h Iß da h *» - 

dt => e — s— = « dp, 

g cos^a g ^ 

und daraus wieder durch Elimination der Potenz von ei 

dt^-^%. (11) 

ff VT 

Aus den Ausdrücken für dx, dy und dt findet man ferner: 

..»^.ÜI+p!). (12) 
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Die absteigende Ast der Kurve hat eine Asymptote; 
die sich annäherungsweise bestimmen läfst; wenn p sehr 
grofs ist, so kann man F^=p^ setzen und erhält dann 

9 P 
mithin 

Ä« / 1 1 \ 

9 \P PJ 
worin o?, den Wert von a bedeutet, der p^ entspricht; 

Pi bezeichnet irgend einen grofsen Wert von p. Diese 

Gleichung zeigt, dafs a endlich bleibt, wenn p bis ins 

unendliche wächst. 

18. Centralbewegung heirst eine Bewegung, bei der 
die Kraft gegen einen festen Punkt (oder von demselben 
weg), das Centrum, gerichtet ist, und der Gröfse nach 
nur von der Entfernung des Teilchens vom Centrum ab- 
hängig ist. 

Wir haben früher (Kinematik, S. 39) gezeigt, dafs 
der Badiusrvektor bei einer solchen Bewegung Flächen 
beschreibt, welche der benutzten Zeit proportional sind. 
Hier wollen wir einen analytischen Beweis desselben 
Satzes führen. 

Das Centrum sei der Anfangspunkt eines recht- 
winkligen Koordinatensystems und das Teilchen habe die 
Koordinaten a% y, z; dafs die Kraft durch den Anfangs- 
punkt geht, wird dann ausgedrückt durch die Gleichungen 

cPa d^y d^z 



dt^ dt^ dt^ 



X y 

oder 



(13) 



d-v d^x ^ d^z d^y 

^d<2 y dt'' ^' ^d«2 ^ di' "' 



d'x d^z ^ 
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von denen jedoch nur zwei von einander unabhängig 
sind; durch Integration erhält man: 

xdy — ydx = c^dt\ ydz — zdy = Cg dt\ 
zdx — xdz = t'jj du 

Die sich hieraus ergebende Gleichung 

c^x + c^y + Cj2 « 
zeigt, dals die Bewegung in einer durch das Centrum 
gehenden Ebene vor sich geht. Auch ist es einleuchtend, 
dafs das Teilchen niemals die Ebene verlassen kann, 
welche durch das Centrum und ein Babnelement be- 
stimmt ist. 

Mimmt man die Ebene der Bahn zur ^- Ebene, so 
hat man, wenn c ein Konstante bedeutet, 

xdy — ydx = cdt\ (14) 

der Ausdruck auf der linken Seite stellt hier das doppelte 
des vom Badiusvektor in der Zeit dt beschriebenen 
Flächenelements dar, so dafs wir nur zu integrieren 
brauchen, um den angeführten Satz 

F = \ct (15) 

zu erhalten, wo F die beschriebene Fläche, von der < «= 
entsprechenden Lage des Badiusvektor an gerechnet, 
bedeutet. Die Gleichung zeigt, dafs \c die in der Zeit- 
einheit beschriebene Fläche darstellt. Wie in der Kine- 
matik gezeigt wurde, läfst sich der Satz auch ausdrücken 
durch die Gleichung 

v=^, (16) 

P 

wo p der Abstand der Tangente vom Centrum ist. 

Ist R die absolute Gröfse der Kraft, so wird unter 
der Voraussetzung, dafs die Kraft gegen das Centrum 
gerichtet ist, die Elementararbeit dargestelt durch 

— Rdr, 
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so dafs man hat 

dv^ ^ —2Edr 
oder 

t?« == ro« — 2^Ädr, (17) 

worin Vq die r = Vq entsprechende Geschwindigkeit be- 
deutet. 

Die beiden Gleichungen (14) und (17) werden be- 
nutzt um die Bahn zu bestimmen, wenn die Kraft ge- 
geben ist, und umgekehrt. Nimmt man Polarkoordinaten, 
so verwandeln die Gleichungen sich in 

r^de = cdt und '^--±^'- = -2^Rdr, (18) 

wo die Konstante noch zu ergänzen ist. Durch Elimi- 
nation von dt ergiebt sich 
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und hieraus wieder durch Differentiation mit Bezug auf r 

Ist die Bahn bekannt, so dient (20) (Formel von 
Bin et) zur Bestimmung der Kraft, indem man 6 mit 
Hülfe der Gleichung der Bahn fortschafft. Gewöhnlich 
jedoch wird die Rechnung leichter, wenn man (19) be- 
nutzt und nach Elimination von nach r differentiiert. 

Ist R als Funktion von r gegeben, so haben wir in 
(19) die Differentialgleichung der Bahn. Ist diese inte- 
griert, so kann man aus den beiden Gleichungen (18) 
r und d als Funktionen von t bestimmen. 

Wir haben gesehen, dafs ^c die in der Zeiteinheit 
beschriebene Fläche bedeutet. Kennt man die r =^ r^ 
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entsprechende Geschwindigkeit und den Winkel, welchen 

sie mit Vq bildet, so kann man c aus (16) bestimmen, 

nämlich 

^ = ^oPo = rQVQSina, (21) 

Bei der Behandlung der beiden Gleichungen (18) 
eliminierten wir dt. Man kann auch dß eliminieren und 
erhält dann 

hierdurch wird r als Funktion von t bestimmt , worauf 
die erste Gleichung (18) 6 als Funktion von t liefert. 

Nun mögen einige Anwendungen der gefundenen 
Formeln folgen. 

19. Die Bahn ist ein Kegelschnitt und die 

Kraft gegen einen Brennpunkt gerichtet. Die 

Folargleichung des Kegelschnittes ist 

1 _ 1 + « cos # 
7 ^ a(l — e^) ' 

am leichtesten läfst sich Gleichung (20) benutzen; sie 

ergiel)t, da 

^^(t) _ gcostf 

dafs 

a(l — e^) r^ 1^ r^ 

worin T die Umlaufszeit bedeutet. 

2§. Die Kraft ist dem Quadrate der Ent- 
fernung umgekehrt proportional. 

Die Kraft sei ^; dann hat man (17) 

r 

v^^^^k, (24) 

r 

WO k eine Konstante bedeutet. Dadurch erhält man die 
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Differentialgleichung der Bahn, und diese nimmt, wenn 
wir z für — einsetzen, folgende Form an: 



hier ist + zu nehmen, wenn z wachst, und — , wenn 2 
abnimmt; während wächst, wird das Vorzeichen ver- 
ändert, wenn z ein Maximum oder Minimum passiert, 
und dies findet statt, wenn der Radikand des Divisors 
Null wird. Bei der Integration kann die Konstante 
fortgelassen werden , wenn die Sichtung der Axe in 
passender Weise gewählt wird; dann erhält man 

- c^z — u 

ß =» arc cos ^ • ; 

da das hieraus bestimmte dd sein Vorzeichen wechseln 
soll, wenn sin^ sein Vorzeichen wechselt, also wenn 
cos^d => 1, und dieses statfindet, wenn der Badikand 
oben Null ist, so gilt die gefundene Formel für die ganze 
Bewegung; wird wieder r eingeführt, so erhält man 



1 a , Vfi^ — M _ 
=4+-^=-^ cos^; 

dieses ist die Gleichung eines Kegelschnittes , dessen 
Brennpunkt zum Fol genommen ist; man hat dann 



c« 1 / • kc^ 



yi^%^e. (25) 



Der Kegelschnitt ist also eine Ellipse, Parabel oder Hy- 
perbel, jenachdem ä; positiv, Null oder negativ ist. Hier- 
aus ersieht man, wenn man den Ausdruck für k (24) 
betrachtet, dafs die Bahn für dieselbe Kraft die Form 
jedes der drei Kegelschnitte annehmen kann ; dies hängt 
nämlich von der einem beliebigen r entsprechenden ab- 
soluten Gröfse der Geschwindigkeit ab. 
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21. Das Kepiersohe Problem. Hierunter versteht 
man die Aufgabe, die Koordinaten der Planeten durch 
die Zeit auszudrücken. Man zieht es hierbei vor statt 0, 
der wahren Anomalie, einen anderen Winkel u, die 
excentrische Anomalie, zu suchen. 

Wir denken uns, während der Planet seine Ellipse 
durchläuft, einen Punkt, welcher einen Kreis über der 
grofsen Axe der Ellipse als Durchmesser so durchläuft, 
dafs er und der Planet beständig dieselbe Projektion auf 
die Axe haben; von dem Punkte ziehen wir eine Linie 
an den Mittelpunkt, und u ist dann der Winkel, den 
diese Linie mit der Axe bildet; die positive Bichtung 
der Axe wird gegen dasPerihel (den Scheitelpunkt, wel- 
cher der Sonne am nächsten liegt) genommen. Man hat 

dann 

r = a(l — ecosw), (26) 

Aus (25) ergiebt sich 

c2=^a(l — c«); A=^(l — ««)=^; 
hierdurch und weil 

ergiebt sich aus (22): 

dt =* a 1/ -- (1 — e cos w) c^w ; 

da wir tt == für < «= haben , so finden wir hieraus, 
wenn wir 

n 

setzen, durch Integration, dafs 

nt = u — g sin M ; (27) 

dies ist eine transscendente Gleichung für die Bestim- 
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muDg von u. Aus u findet man r durch (26) und 
durch die Gleichung 

tgi0^y\^^tg^u, (28) 

die sich leicht ableiten läfst. Die Geschwindigkeit wird 
bestimmt durch 

22. Die Anziehung ist proportional der Entfernung. 

Für diesen Fall benutzt man am zweckmäfsigsten die 
Komponenten nach den Axen; ist fz^ die Anziehung in 
der Entfernung 1, so hat man 

woraus durch Integration 

X = A cos fii -^ B sin fit, 

y = Ccos/it + I) sin ut 
Nehmen wir an, für « «« sei ip = a, y = 0, und 
die Geschwindigkeit Vq sei senkrecht zur ^-Axe gerichtet, 

so zeigen die Ausdrücke für ^ ^S -j-^ dafs 

J3 = 0; //JÖ = vo, 
während die Ausdrücke för x und y ergeben, dafe 

A = a, C = 0, 
so dafs die Bewegung bestimmt wird durch 

X = a cos fjLt; y == -^sin fit. 

Die Elimination von t zeigt, dafs die Bahn eine 
Ellipse ist, deren Mittelpunkt mit dem Anziehungsmittel- 
punkt zusammenfällt. Wenn fit einen Zuwachs von 22r 
erfahrt, so erhalten x und y dieselben Werte wieder, so 
dafs die Zeit eines Umlaufes gleich ist 

2;r 
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Anwendingen. 

1. Zwei Teilchen werden gleichzeitig von demselben 
Punkt aus und in derselben Kichtung geworfen, aber mit 
verschiedenen Geschwindigkeiten. Bestimme die Richtung 
der Geraden, welche gleichzeitige Lagen der beiden Teil- 
chen verbindet. 

In dieser und in den folgenden Aufgaben ist vom 
Luftwiderstande abzusehen. In 1 — 5 sind die Teilchen 
als schwer anzunehmen. 

2. Mehrere Teilchen werden gleichzeitig von dem- 
selben Punkte aus mit Anfangsgeschwindigkeiten geworfen, 
die in einer Ebene liegen. Zeige, dafs alle Teilchen 
gleichzeitig in einer Ebene liegen und dafs die Ebenen, 
welche verschiedenen Zeiten entsprechen, parallel sind. 

3. Ein geworfenes Teilchen hat an zwei Punkten 
seiner Bahn die Geschwindigkeiten v^ und v^. Bestimme 
den Höhenunterschied der beiden Punkte. 

4. Von einem Punkte aus werden gleichzeitig mehrere 
Teilchen mit gleichgrofsen Geschwindigkeiten nach verschie- 
denen Richtungen geworfen. Beweise, dafs die Teilchen 
sich in jedem Augenblick auf einer Kugeloberfläche be- 
finden, deren Mittelpunkt derjenige Punkt ist, in welchem 
sich ein gleichzeitig frei fallendes Teilchen befindet. 

5. Die Bahn eines geworfenen Teilchens wird von 
zwei Parallelen geschnitten. Beweise, dafs die zwischen 
den Parallelen abgeschnittenen Bogen in gleichen Zeiten 
durchlaufen werden. 

6. Ein Teilchen beschreibt eine Ellipse unter dem 
Einflüsse einer Kraft, die senkrecht zur grofsen Axe ge- 
richtet ist. Bestimme die Gröfse der Kraft. 
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7. Ein Teilchen beschreibt eine Cy kleide unter dem 
Einflüsse einer Kraft, die parallel zur Basis der Cykloide 
gerichtet ist. Bestimme die Gröfse der Kraft. 

8. Ein Teilchen bewegt sich von einem gegebenen 
Punkt aus mit der Geschwindigkeit c parallel zu einer 
gegebenen Geraden und wird gleichzeitig von der gege- 
benen Geraden mit einer senkrecht zu ihr gerichteten 
Kraft angezogen , welche dem Kubus der Entfernung 
umgekehrt proportional ist. Bestimme die Bahn. 

9. Ein Teilchen beschreibt eine Kreisperipherie; die 
Kraft ist gegen die Mitte eines gegebenen Radius gerichtet. 
Bestimme die Kraft und die Geschwindigkeit, wenn a 
der Badius und T die Umlaufszeit ist. 

10. Ein Teilchen beschreibt eine Lemniskate; die 
Kraft ist gegen den Doppelpunkt gerichtet; bestimme 
deren Gröfse und die Geschwindigkeit. 

11. Bestimme die Kraft, wenn die Bahn eine loga- 
rithmische Spirale und die Kraft gegen den Pol dieser 
Spirale gerichtet ist. 

12. Bestimme die Bahn, wenn die Kraft gegen 
einen festen Punkt gerichtet und dem Kubus der Ent- 
fernung umgekehrt proportional ist. 

13. Bestimme die Bahn eines Teilchens, wenn die 
Kraft in jedem Punkte der Gröfse und Richtung nach 
durch den Krümmungsradius bestimmt wird. 

14. Ein Teilchen wird von n festen Centren ange- 
zogen; die Anziehung ist der Entfernung proportional 
und beträgt k in der Entfernung 1. Bestimme die Be- 
wegung. 
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15. Ein Teilchen • wird von einem festen Centrum 
angezogen; die Kraft ist 

k . ¥ 



- + 



wo k eine Konstante bedeutet. Für * == ist r = a 
und die Geschwindigkeit 

k 

senkrecht zum Radiusvektor gerichtet. Bestimme die 
Bewegung. 

16. Für die Kraft bei einer Centralbewegung leite 
man folgenden Ausdruck ab: 



R ^ 



c^dp^ 



p8 dr ' 
p ist der Abstand der Tangente von Centrum. 

17. Ein Teilchen wird von einem festen Punkte 
nach Newtons Gesetz angezogen. Für einen gegebenen 
Punkt der Bahn kennt man die absolute Gröfse der Ge- 
schwindigkeit, aber nicht deren Richtung. Unter der 
Voraussetzung, dafs die Bahn eine Ellipse ist, soll die 
grofse Axe derselben, sowie der geometrische Ort für den 
nicht festen Brennpunkt gesucht werden. 

18. Bestimme die Enveloppe für das in der vor- 
hergehenden Aufgabe angeführte System von Ellipsen. 

19. Von einem festen Punkte A aus wird A B gleich 
und parallel der Geschwindigkeit eines Planeten in einem 
Punkte seiner Bahn gezogen. Bestimme den geometri- 
schen Ort für B (Hodograph der Bahn). 

20. Bestimme die Geschwindigkeiten der Erde in 
den Scheitelpunkten der Bahn, wenn « = 0,oi68 , r = 
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365,2664 mittlere Sonnentage und wenn die grofse Halb- 
axe zu 21 Millionen geographische Meilen gerechnet 
wird. 

21. Beweise, dafs bei jeder Bewegung 

wo r den Radiusvektor (für einen beliebigen Pol) und R 
die Projektion der Kraft auf r bedeutet. 
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DRITTES KAPITEL. 
Bewegung eines gebundenen Punktes. 



Bewegung eines Punktes, der an eine Kurve 

gebunden ist. 

23. Der Punkt lärst sich als frei betrachten, wenn 
wir die Reaktion der Kurve hinzufugen; ist diese iV, 
und bildet sie mit den Axen die Winkel a, ß und /-, 
so hat man 

^==X+iVcosa; g=y+iVcos^; g = Z+iVcosr. (1) 

Ist die Kurve glatt, so dafs sie nur eine normale 
Reaktion ausübt, so können wir das Princip der leben- 

m 

digen Kraft benutzen; dadurch erhalten wir 

\d.v^ = Xdx-\- Ydy + Zdz; (2) 

die Glieder nämlich, welche A^ enthalten, fallen fort, da 
iV, als normal zur Kurve, keine Arbeit ausführt; dies 
folgt auch daraus, dafs die Gleichung 

da: cos a + dt/ cos ß + dzcosy = 
ausdrückt, N liege in der Normalebene. 

Nun haben wir für die Bestimmung von x, y und z 
drei gleichzeitige Gleichungen, nämlich (2) nebst den 
beiden Gleichungen der Kurve. Die Konstanten lassen 
sich in der Regel dadurch bestimmen, dafs man Lage 
und Geschwindigkeit des Punktes für einen gewissen 
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Zeitpunkt kennt. Ist die rechte Seite von (2) ein voll- 
ständiges Differential, so läfst die eine Integration sich 
gleich ausfahren, und die in 7 mit Bezug auf einen freien 
Punkt gemachten Bemerkungen gelten auch für den 
gebundenen Punkt. 

Ist die Bewegung bestimmt, so kann man den Druck 
durch die Gleichungen (1) bestimmen oder häufig leichter 
durch folgende Betrachtung: wenn der Punkt als frei 
betrachtet wird, so sind die Reaktion der Kurve und die 
normale Komponente der gegebenen Kräfte die Normal- 
kräfte; diese beiden Kräfte liegen beide in der Normal- 
ebene, haben aber in der Regel verschiedene Richtungen ; 
ist aber der Punkt frei, so wissen wir, dafs die normale 

Komponente die Centripetalkraft — ist. Hieraus folgt 
also: 

Die Centripetalkraft ist die geometrische 
Summe aus der Normalkraft und der Reaktion 
der Kurve. 

Hierdurch nun bestimmt man leicht die letztere 
(welche gleich dem Druck des Teilchens auf die Kurve 
mit entgegengesetztem Vorzeichen ist) , wenn erst die 
Bewegung in der Bahn bestimmt ist. 

Einige Anwendungen mögen jetzt folgen. 

24. Das einfache Pendel besteht aus einem schweren 
Punkte, der an einen vertikalen Kreis gebunden ist. 
Wählen wir die Ebene dieses Kreises zur ar^r- Ebene, die 
Richtung der c-Axe entgegengesetzt derjenigen der Schwere, 
und nehmen wir den niedrigsten Punkt des Kreises zum 
Anfangspunkt, so wird die Gleichung des Kreises 

0:2 + ^2 == 2az, (3) 

wo a den Radius des Kreises oder die Pendellänge bedeutet. 
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Das .Princip der lebendigen Kraft ergiebt: 

^d.v^ =- —gdz oder v^ = 2g{h — z), (4) 

wo Ä die Höhe bezeichnet, welche t;= entspricht. Da 
die Geschwindigkeit unabhängig von der Form der Kurve 
ist und nur abhängig von der Höhe des Punktes, so kann 
k recht wohl gröfser als der Durchmesser des Kreises 
sein. 

Setzen wir nun 

dx^ + dz^ 
dt^ 
und eliminieren da mit Hülfe der Gleichung des Kreises, 
so erhalten wir 

gg /dzV 
2az — z^ 

und daraus 



(|)=2,(A-.), 



1 . ^ dz ,K\ 

dt = -4- -= —- , (5) 

~V2g \/z{2a — z){h — z) 
worin das obere Vorzeichen für die aufsteigende, das 
untere für die absteigende Bewegung zu nehmen ist. 

Wir erhalten also die Zeit durch ein elliptisches 
Integral ausgedrückt ; dieses wird algebraisch für h = 2a, 
nämlich 

< = ±_LC ^i__; (6) 

V2ffy2a — z).Vz 

« 

der Punkt kommt in dem obersten Punkte des Kreises 
mit der Geschwindigkeit Null an, aber erst nach einer 
unendlich langen Zeit; denn in der Nähe der oberen 
Grenze kann man das genannte Integral ersetzen durch 

dz 



\ 



(2a — ;e)l/2a 

dieses Integral ist etwas zu klein und logarithmisch 
unendlich. 
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Nunmehr gehen wir zu dem allgemeinen Falle über 
und bestimmen den Druck auf die Kurve (die Spannung 
des Fadens). Rechnen wir den Radius positiv nach 

aufsen, so wird die Centripetalkraft gleich und die 

Normalkraft gleich g ; dadurch erhält man für den 

Druck auf die Kurve 

y_ ^'+9(<^-^) _ £(2Ä + «_3^). (7) 

a a 

Ist das Teilchen mit dem Kreismittelpunkt durch 
einen biegsamen Faden verbunden, so wird dasselbe, wenn 
die Spannung negativ wird, den Kreis verlassen und sich 
nach den Gesetzen der Wurfbewegung weiter bewegen. 

Ist A > 2a, so setzt sich die Bewegung auf dem 
Kreise beständig in demselben Sinne fort, und zwar ist 
die Geschwindigkeit ein Minimum in dem höchsten, ein 
Maximum in dem niedrigsten Punkte des Kreises. 

Ist Ä<2a, so wird das Pendel hin- und herschwingen, 
und zwar ändert die Bewegung ihre Richtung für z = h. 
unter Schwingungszeit versteht man dann diejenige 
Zeit, welche der Punkt gebraucht, um von seiner einen 
gröfsten Höhe bis an die andere zu gelangen. Um diese 
Zeit, die besondere Bedeutung hat, zu bestimmen, wollen 
wir lieber Polarkoordinaten benutzen. 

Es sei der Ausschlagswinkel, das heifst der Winkel, 
durch welchen das Pendel sich von der tiefsten Lage des 
Teilchens aus bewegt hat, und a sei der vs=0 entspre- 
chenden Ausschlagswinkel; dann hat man 

und 

2g {h — z) = 2ga (cos — cos a) , 

so dafs das Princip der lebendigen Kraft ergiebt: 
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d, ^ ± 1/ « d0_^^ ^gj 

^ff Kcos — cos a 
Wir können hier zunächst eine angenäherte Inte- 
gration benutzen, die für den Fall gilt, wo der Ausschlag 
so klein ist, dafs man cosa und cos ^ durch die beiden 
ersten Glieder der für dieselben geltenden Beihenent- 
wicklungen ersetzen kann. Dadurch erhält man 



1 /_a_ C de ___ \/a_ 
^ 9 JJ/^'^^^^ " ^ 9 



t == ±.\/^\ ,,- r .. = l/-^arccos-, (9) 



wo die Konstante so bestimmt ist, dafs < = für ß = 0. 

Setzt man =^ — «, so erhält man die gesuchte 
Schwingungszeit 

T=n\/-. (10) 

^ 9 

Hieraus ergiebt sich, dafs man für kleine Ausschläge 
die Schwingungszeit als unabhängig von der 
Gröfse des Ausschlages betrachten darf, ein 
Umstand, der für die Konstruktion von Pendeluhren von 
Wichtigkeit ist. 

In dem allgemeinen Ausdruck (8) setzen wir --= 2r, 
a == 2^ und erhalten dann 

dv 



t = ± 



^ 9 } l/sin*-^ ^ 



</f — sin*^ V 
oder, wenn wir sin» = sin ^ sin ^, sin^ = « setzen, 

d^ » 



-^1 



1/1 — ^2 sin-^^ 



TZ 





wo das Integral das vollständige erste elliptische Integral 
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ist. Für klein« Werthe von e bedient man sich der 
Beihenentwicklung ; man hat nämlich 

(1 — e« sin« ^)- i= 1 + -i«* sin* jp + Li|e« sin* y> + . . . . 

TT 

1 V • 9« j 1.3. 5.. (2m — 1) t: 

und Yr^^fd<p^-^^--^^, 



wodurch 



._.l/^[.^(.)V + 0V+ 



(12) 



25. Bewegung auf der Cykloide. Wir nehmen an, 
die Cykloide liege in einer vertikalen Ebene mit der Kon- 
kavität nach oben und mit senkrechter Axe. Den Schei- 
telpunkt wählen wir zum Anfangspunkt und die ^-Axe 
rechnen wir positiv nach oben. Dann ist die Differen- 
tialgleichung der Cykloide: 



dz \ / z ,^^, 

:iz-Vözir-.' (13) 



WO a den Radius des rollenden Kreises bedeutet. Für 
ein an die Kurve gebundenes Teilchen, auf welches die 
Schwere einwirkt, haben wir 

v\ « 2g{h-^z). 
worin h der Wert von z ist, welcher einer Geschwindig- 
keit Null entspricht. Nun ist 



mithin 



9/7 

ds^ ^ dx^ + dz^ = —dz\ 



ds^ 2a dz^ ^ 



dt^ z dt^ 



woraus 



dz 



hier ist das obere Vorzeichen für die aufsteigende, das 
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untere für die absteigende Bewegung zu nehmen. Durch 
Integration erhalten wir als für beide Fälle gültig . 



-]/4 



arc cos — = — , (15) 

9 '* 

wo die Konstante so bestimmf ist, dafs < = für 2 = ä. 

Für 2: = erhalten wir die halbe Schwingungszeit 

ir=;rl/y. (16) 

welche unabhängig von h ist. Das Teilchen braucht also 
dieselbe Zeit zu einer Schwingung, einerlei von welcher 
Höhe der Fall beginnt. Die Cykloide heifst deshalb 
tautochron. Die Schwingungszeit ist dieselbe wie für 
ein Pendel von der Länge 4a, welches kleine Ausschläge 
macht. Dies stimmt dazu, dafs der Krümmungsradius 
für den Scheitelpunkt der Cykloide gerade 4a ist, und 
der Krümmungskreis sehr nahe für eine kurze Strecke 
mit der Cykloide zusammenfällt. 

26. Um zu untersuchen, ob es andere tautochrone 
Kurven als die Cykloide giebt, nehmen wir die Gleichung 

woraus 




j- dz 
dz 



(17) 



Vh-^z ' 



hierin bedeutet \ T die Zeit, welche das Teilchen braucht, 
um von 2- = Ä, wo die Geschwindigkeit Null ist, bis « = 
zu fallen. Setzen wir « = ^ (z), so können wir ^ so be- 
stimmen, dafs 7 konstant wird, oder allgemein so, dafs 
\ T eine gegebene Funktion von A wird. Um das zu 
erreichen multiplicieren wir mit 
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dh 



wo fi eine Eonstante bedeutet, und integrieren von Null 
bis fi. Dadurch erhalten wir 

l Tdh C dhi^ ^'(z)dz 



Setzen wir 

z = h — y^ und darauf h == fi — rc*, 

so verwandelt sich das Doppelintegral in 



setzen wir 

a; = rcosÖ, y = rsinö, dxdt/ == rdrdd, 

so wird hieraus 



TT 



[ Y'- 



r^)rdrdß = ;r[p(//) — ^(0)]. 



'^o 

Rechnen wir die Bogenlänge von 2 = an, so haben 
wir ^(0) = und, wenn wir z am Stelle von fjL setzen. 



,« 



s^m^^m.. (18) 

27: yz-h ^ ^ 

Ist r konstant, so erhalten wir, wenn k eine Kon- 
stante bedeutet, 

dies ist eine Differentialgleichung der Cykloide, so dafs 
diese Kurve die einzige Tautochrone ist. 

Die Cykloide ist die Brachistochrone, das heifst 
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diejenige Kurve, der ein Funkt folgen mufs, um in mög- 
lichst kurzer Zeit von einem gegebenen Funkte bis zu 
einem anderen zu fallen. Die Cykloide erhält eine hori- 
zontale Basis, die Konkavität ist nach oben gewendet, 
und die Spitze liegt im höchsten Punkte. 

Um diesen Satz zu 
beweisen , wollen wir 
erst folgende Aufgabe 
lösen: AB und AC 
bilden einen unendlich 
kleinen Winkel mit ein- 
ander. Ein Teilchen fallt 
von der horizontalen 
Geraden J5C an längs 
irgend einer Kurve j 
wie mufs dasselbe fallen, um zwischen die beiden Ge- 
raden AB und ^C in der möglichst kurzen Zeit hindurch 
zu passieren? 

Man sieht leicht, dafs der Weg des Teilchens die 
beiden Geraden orthogonal schneiden mufs. Der Weg 
zwischen den beiden Geraden sei DE; ist AB-=^l, BD 
= m, SO wird DE in einer Zeit passiert, die, von einem 
konstanten Faktor abgesehen, gleich ist 




und diese wird ein Minimum für l = m. 

Nun wollen wir annehmen, dafs ein Teilchen von 
einem Punkte A nach einem tiefer liegenden Funkte B 
in der möglichst kurzen Zeit fallen soll. Wir betrachten 
es als einleuchtend, dafs der Fall in der durch A und B 
gelegten Vertikalebene vor sich gehen müsse. Durch die 
beiden Funkte legen wir eine Cykloide mit der Spitze in 
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Ay mit horizontaler Basis und aufwärts gerichteter Kon- 
kavität; teilen wir diese Kurve durch ihre Normalen in 
unendlich kleine Teile und beachten wir, dafs der Krüm- 
mungsradius das Doppelte der Normale beträgt, so zeigt 
die oben gelöste Aufgabe, dafs jedes unendlich kleine 
Stück der Cykloide in kürzerer Zeit passiert wird, als 
das zwischen denselben beiden Normalen liegende Stück 
jeder anderen Kurve zwischen A und B. Dadurch ist 
denn der Satz bewiesen, oder richtiger der folgende all- 
gemeinere Satz: Ein Teilchen, welches von einer 
gegebenen horizontalen Geraden an in einer 
Vertikalebene so fallen soll, dafs es zwischen 
zwei in der Ebene liegenden Geraden, deren 
Schnittpunkt oberhalb der horizontalen liegt, 
in der möglichst kurzen Zeit hindurchpassiert, 
mufs längs einer Cykloide fallen, die ihre 
Basis in der gegebenen horizontalen Geraden 
hat und normal zu den beiden anderen gege- 
benen Geraden ist. 



Bewegung eines Teilcliens, welches an eine 

Fläohe gebunden ist. 

27. N ist die Reaktion der Fläche und bildet mit 
den Axen die Winkel a, ß und y\ dann hat man 

^=JC + iVcosa; ^=y+iVcos^; 



(1) 



Ist ^V normal zur Fläche, so ist ihre Arbeit gleich 
Null, und das Frincip der lebendigen Kraft ergiebt 

\d.v^ = Xdx + Ydy + Zdz, (2) 
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was sich auch aus den obenstehenden Gleichungen ab- 
leiten lärst, da 

cosadx + cosßdi/ + coa^dz ^=^ 

ausdrückt, dafs N normal zur Fläche ist. 

Wenn eine Kräftefunktion ^existiert, so erhält man 
durch "Integration 

1,2 __ üo^ = 2^ {x, y, z) — 2(p (a?o, y^, Zq) , (3) 

wo Vq die Geschwindigkeit im Punkte (a?o, y^, Zq) be- 
zeichnet. Die Niveaufläche wird dann durch 

f (^, y, z) = const. (4) 

bestimmt. 

Wenn keine äufseren Kräfte auf das Teilchen wirken, 
so bleibt die Geschwindigkeit konstant; da N die einzige 
wirkende Kraft ist, so mufs die oskulierende Ebene 
der Bahn überall normal zur Fläche sein; die 
Bahn wird also eine geodätische Kurve. 

Ist in der allgemeinen Aufgabe die Bewegung be- 
stimmt, so bestimmt man die Reaktion der Fläche durch 
die Gleichungen (1) oder dadurch, dafs die Centripetal- 
kraft die Resultante ist von der Reaktion der Fläche und 
derjenigen Komponente der äufseren Kräfte, welche nor- 
mal zur Bahn gerichtet ist. 

28. Das konische Pendel. Wir wollen im beson- 
deren die Bewegung auf einer Umdrehungsfläche um die 
z-Axe betrachten, wenn die Schwere die einzige äufsere 
Kraft ist. Rechnet man die 2;-Axe positiv nach oben, so 
hat man 

»2 = 2g(h^z), (5) 

und es entspricht z ^=^ h einem t? «= 0. Projiciert man 
die Bewegung auf die an/'Ehene, so gehen die wirkenden 
Kräfte durch den Anfangspunkt, und man kann deshalb 
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die von der Centralbewegung her bekannte Gleichung 

xdy — ydx = cdt (6) 

benutzen; nimmt man hierzu die Gleichung der Fläche: 

x^+y^ = 2ip(z), (7) 

so hat man die erforderliche Zahl von Gleichungen, um 
die Bewegung zu bestimmen; schreibt man die Glei- 
chungen in der Form 

dx^ + dy^ = 2g (h — z) dt^ — dz^, 

xdy — ydx = cdt^ 

xdxA-ydy = <p*(z)dz^ 

und quadriert und addiert die beiden letzten, so erhält mau 

setzt man hierin die Ausdrücke für a^+y^ und da^+dy- 
ein und bestimmt dt^, so erhält man 

dt^ = ^-4 f(-) + f (-) ^ ä.K (8) 

^9 {h — !^)vi^) — ^ 

Im besonderen wollen wir annehmen, dafs die Umdre- 
hungsfläche eine Kugel sei mit dem Mittelpunkte im 
Anfangspunkt, ein Fall, der bei dem konischen Pendel 
stattfindet; dann ist 

2^(z) == a^ — z^; (p*(z) = — z^ 
wodurch 

dt = -; — — ; (9) 

]/2g{a^ — z^){U—z) — c^ ^ ' 

das obere Zeichen ist für die aufsteigende, das untere 

für • die absteigende Bewegung zu nehmen. Die Zeit 

wird also durch ein elliptisches Integral ausgedrückt. 

Die Konstante c läfst sich bestimmen, wenn man 

die Geschwindigkeit für einen gewissen Funkt der Bahn 

kennt. Die Geschwindigkeit, welche Tangente der Kugel 

ist, möge v^ sein; ist a^ der Winkel, welchen sie mit 

der Normalen zu der durch das Teilchen gelegten verti- 

4 
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kalen Diametralebene bildet, so ist t^^ cos ^o die Kompo- 
uente der Geschwindigkeit nach der Normale, also in 
der auf die jui/'Ehene projicierten Bewegung die Kompo- 
nente der Geschwindigkeit, welche senkrecht zum Badius- 
vektor gerichtet ist; nun wird diese Komponente durch 

r-£; ausgedrückt, wenn ^ der Winkel des Badiusvektor 



dt 
mit einer festen Geraden in der ^-Ebene ist, und da 

xdy — t/dx == r^d^ 
ist, so wird 

dip c c 



r 



dt r ]/a^_z^' 
mithin 



c = ya^ — ^q2 ^^ cQg ^^ ^ (10) 

wo z^ den der Lage des Teilchens entsprechenden Wert 
von z bedeutet. Man erhält also 

c2 = (a2 — z^^) .2ff{h'- Zq) cos« «o • 

Ist «Q = -^ , also c = , so wird die Bewegung wie 

beim -einfachen Pendel, denn die Geschwindigkeit des 
Teilchens liegt in der Vertikalebene, und das Teilchen 
mufs also fortfahren sich in dieser Ebene zu bewegen. 

Ist «0 ^i(i^^ gleich — , so können wir Zq ein Maximum 

oder Minimum von z bezeichnen lassen. Dann mufs Vq 
senkrecht auf der durch den Funkt gelegten Vertikalebene 
stehen, folglich ao =* sein. Dann hat man 

dt = ± -L = J' ^=r . (11) 

V2gV(a^~z^){h—z)-(a^-z^^){h^z^) 

29« Um ein Maximum oder Minimum für z zu 
finden, setzen wir den Badikanden des Divisors gleich 
Null. Dadurch erhalten wir eine kubische Gleichung, 
deren eine Wurzel Zq ist; die beiden anderen Wurzeln 
sind beide reell, wie sich leicht durch Division mittels 
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z — z^ und Auflösung der entstehenden quadratischen 
Gleichung ergiebt. Von den drei Wurzeln mufs die eine 
gröfser als a sein, denn die linke Seite der Gleichung 
wird positiv für ^ = oo und , da ä > 2?^ , negativ für 
2;= a. Da dieser Wert von z keinen Punkten auf der 
Kugel entspricht, so müssen, da die Wurzelgröfse reell 
sein mufs, die beiden anderen Wurzeln Grenzwerte für 
z sein, so dafs das Teilchen beständig zwischen den bei- 
den durch diese Werte bestimmten horizontalen Ebenen 
schwingt. 

Die drei Wurzeln der Gleichung seien a, /?, t', und 
es sei Y>ß>a. Da der Koefficient von z gleich — a^ 
ist, so hat man 

ra + rß-^-^ß «*' (12) 

woraus hervorgeht, dafs wenigstens eine von den Wur- 
zeln negativ sein mufs, so dafs die Bewegung nicht auf 
der oberen Halbkugel allein vor sich gehen kann. Nun 
führen wir einen neuen Winkel ein, indem wir 



dz 



= 2d<p oder sin ^ = \ / ^ 



V(ß-z)iz-a) - ""^ ""'" ""'^ - y -f=ra 
setzen. Aus (12) folgt: 

und da j- positiv ist und aß numerisch kleiner als a^, 
SO geht hieraus hervor, dafs a + ß negativ sein mufs, so 
dars die obere der beiden Grenzebenen dem Eugelmittel- 
punkt näher ist als die untere. Nun erhält man 

d« = ±4=-Ä., (14) 

and daraus ergiebt sich die Zeit für die Bewegung 
zwischen den beiden Ebenen, nämlich 
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(15) 



Aus dieser Formel erhält man einfache Grenzwerte 
für T, indem man für z beziehungsweise a oder ß ein- 
setzt. 

Führt man die Werte für y und z ein, so erhält man 



T 

d(p 

Vi — e^ sin* f 

'0 



r=.^C---^-g.-^, (16) 



worin 



Ist a = ß, so geht die Bewegung mit konstanter 
Geschwindigkeit auf der unteren Halbkugel vor sich. 

30. Zur Berechnung des Winkels <p haben wir 

r^d^ = {a^ — z2)d^ = cdt, (18) 

mithin 

d^^-^^=^dt(-L- + ^; (19) 
^^ ä^ — z- 2a \a-\-z a — zj 

setzt man hierin den Ausdruk für dt ein, so erhält man 
durch Integration für <p eine Summe von zwei elliptischen 
Integralen der dritten Art. 

Es läfst sich beweisen, das <p um mehr als -^ 

variiert, während das Teilchen von der einen Grenzebene 
zur anderen geht; man hat nämlich 

c2 = {a^-ß^)2g(h-ß). 



aber 



a2 — «2 



und 
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da z zwischen a und ß liegt, so erhält man zwei Grenz- 
werte für d<p, wenn man unter dem Wurzelzeichen für 
z beziehungsweise a und ß setzt; dadurch erhält man 



dip > l/(«-- «')-(«-' -ß"} (J^ + A<p\. 

Nun ist 

:r TT 




a+z ya + ^)cos2^ + (a + a)sinV 2 i/(a + ^)(a + a) ' 



IL ^ 

d^ \ d<p 71 1 

ö^^ ^ \ (ö^) cos2 ip +~(ä— a) sin« ^ "" 2 \/^Zr^^^^ 

wodurch 

. ;r k'(a + ^)(q + «) + l^(q-ia)(^-«) . 
^ 2 . ]/a^j^2aß + a^ 

.^TT VCa~+ ß)(a + ä) + V{a^ ß) [a^^ 

oder, wenn man die Brüche quadriert und nachher wieder 
die Quadratwurzel auszieht, 



y^ 2^ '^ ~a^ + 2aß + a^ ' 



V<^ 2^ ^^ a^ + 2aß + ß 

wo die Brüche im Radikanden positiv sind, so dafs ^ > ■^. 



2 

TT 
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31. Die Reaktion der Fläche bestimmt man leicht 
mit Hülfe des in der Kinematik § 34 (S. 45) bewiesenen 
Satzes. Da der eine Endpunkt des Badias fest ist, so 
ist V die Geschwindigkeitsdifferenz; die Streckangsbe- 
schleunigung besteht aus zwei Teilen, nämlich — N, 

herrührend von der Reaktion der Fläche, und — — , her- 

a 

rührend von der Schwere. Man hat also 

a a 

oder 

N = "^^^^^ = ^(2h—3z). (20) 

Ist das Teilchen an den Mittelpunkt mittels eines 
Fadens von der Länge a befestigt, so ist N die Spannung 
dieses Fadens. Das Teilchen wird also, wenn es sich 
auf der unteren Halbkugel befindet, stets spannend auf 
den Faden wirken; auf der oberen Halbkugel dagegen 
kann N negativ werden, und dann wird das Teilchen 
sich nicht mehr auf der Kugelfläche bewegen, sondern 
diese verlassen und den Gesetzen der Wurfbewegung 
folgen. 

32. Kleine Schwingungen. Entfernt das Teilchen 
sich nur wenig von dem tiefsten Punkt der Kugel, so 
wird die Spannung des Fadens sehr nahe gleich dem 
Gewicht des Teilchens sein, und man kann annäherungs- 
weise N=g setzen. Dadurch erhält man 

d^x X d^y y 

dt^ ~ ^ a' dfi ^ a ' 

diese Gleichungen haben dieselbe Form, wie die in 22, 
so dafs die Projektion der Bahn auf die ^- Ebene nicht 
viel von einer Ellipse abweicht. Durch Vergleichung 
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mit dem in 22 gefundenen Ausdruck ergiebt sich die 
Umlaufszeit als 



T^2n\/^. 



Anwendungen. 

1. Beweise, dars die Cykloide 'auch dann tautochron 
ist, wenn die Bewegung in einem Mittel vor sich geht, 
dessen Widerstand der Geschwindigkeit proportional ist. 

2. Ein Pendel beschreibt dadurch eine Cykloide 
(von einer Spitze bis zur anderen), dafs ein Faden um 
die Evolute der Cykloide gewickelt ist. Man bestimme 
die Winkelgeschwindigkeit des Fadens. 

* 

3. Ein schwerer Punkt fällt von einem gegebenen 
Punkte einer in einer Vertikalebene liegenden Kurve an 
und durchläuft einen beliebigen Bogen dieser Kurve in 
derselben Zeit, die er gebrauchen würde, um die zuge- 
hörige Sehne zu durchlaufen. Zeige, dafs die Kurve 
eine Lemniskate ist. 

4. Welcher Kurve mufs ein schwerer Punkt folgen, 
um in gleichen Zeiten gleiche Höhen zu durchfallen? 

5. Eine Kettenlinie mit vertikaler Symmetrieaxe 
wendet ihre Konkavität nach unten. Ein schwerer Punkt 
fallt vom höchsten Punkte an auf der äufseren Seite 
derselben hinunter. Wo verläfst der Punkt die Kurve? 

6. Bestimme die Bewegung eines Teilchens, das an 
eine Gerade gebunden ist und von einem aufserhalb der 
Geraden liegenden Punkte nach dem Newtonschen Gesetz 
angezogen wird. 

7. Bestimme die Bewegung eines schweren Punktes, 
der längs einer Schraubenlinie mit vertikaler Axe fallt. 
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8. Zwei schwere Punkte bewegen sich so auf der- 
selben vertikalen Kreisperipherie , dafs sie denselben 
Punkt mit derselben Geschwindigkeit passieren. Bestimme 
die Enveloppe der Sehne, welche die beiden Punkte ver- 
bindet. 

9. Ein Teilchen ist an eine Cykloide gebunden und 
bewegt sich auf derselben mit konstantem Druck; bestimme 
das Gesetz für die Gröfse der Kraft, wenn die Richtung 
derselben der Axe der Cykloide parallel ist. 

10. Ein Teilchen ist an dem einen Ende eines dünnen 
Fadens befestigt, dessen anderes Ende um einen Kreis- 
cy linder vom Badius a gewickelt ist; das Teilchen erhält 
eine Geschwindigkeit v, senkrecht zum Faden; dieser 
bewegt sich in einer Ebene, die senkrecht auf der Axe 
des Cylinders steht. Wenn das freie Ende des Fadens 
eine Länge l~ hat, nach wie langer Zeit ist der ganze 
Faden um den Cyliuder gewickelt? 

11. Ein schwerer Punkt durchläuft einen vertikalen 
Kreis, während er durch zwei gleich lange Fäden an 
zwei Punkte befestigt ist, die auf derselben horizontalen 
Geraden liegen. Durchschneidet man den einen Faden, 
während das Teilchen sich an seinem tiefsten Punkte 
befindet, so beschreibt dieses einen horizontalen Kreis; 
durchschneidet man den anderen Faden, wenn er hori- 
zontal ist, so beschreibt das Teilchen einen vertikalen 
Kreis, dessen Badius der andere Faden ist und hat gerade 
so viel Geschwindigkeit, um den obersten Punkt des 
Kreises zu erreichen; man bestimme die Winkel, welche 
die beiden Fäden mit der horizontalen Geraden bilden. 

12. Ein schwerer Punkt fallt auf der Hypocykloide 

2 3 3 

{a — aj)' + y' = a'. 
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Bestimme das Verhältnis zwischen der Zeit, welche er-^ 
forderlich ist um den Bogen AM zu durchlaufen und 
derjenigen, die erforderlich ist um die Sehne AM zu 
durchlaufen, wenn A der Anfangspunkt und M ein be- 
liebiger Kurvenpunkt ist. Im besonderen möge M der 
Punkt sein, dessen Koordinaten beide gleich a sind. Die 
3/-Axe steht senkrecht. 

13. In einer Vertikalebene sind ein Kreis und ein 
Punkt gegeben. Welcher geraden Linie mufs ein schwerer 
Punkt folgen, um in möglichst kurzer Zeit von dem ge- 
gebenen Punkt bis an die Kreisperipherie zu fallen? 

14. Bestimme die Schwingungszeit für kleine Schwin- 
gungen eines schweren Punktes, der an eine Parabel mit 
vertikaler Axe gebunden ist. 

15. Ein schweres Teilchen von der Masse m fallt 

auf der Kardioide 

r = 2a(l + cos^), 

die in einer Vertikalebene liegt und deren Polaraxe 

horizontal ist. Die Geschwindigkeit ist Null für Ö = 0. 

Man bestimme den Druck. 

16. Ein schwerer Punkt ist an einen glatten Cy- 
linder mit vertikaler Erzeugenden gebunden. Wie er- 
scheint die Bahn des Punktes, wenn der Cylindermantel 
abgewickelt wird? 

17. Ein schwerer Punkt ist an eine Umdrehungs- 
ääche mit vertikaler Axe gebunden. Derselbe erhält an 
einem beliebigen Punkte eine gegebene horizontale Ge- 
schwindigkeit und bewegt sich dann auf dem Parallel- 
kreise. Bestimme die Meridiankurve. 
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VIERTES KAPITEL. 

Algemeine örundsätze für die Bewegung 
zusammengesetzter Systeme. 



D'Alemberts Prinoip. 

33. Wir woUen ein System von materiellen Teilchen 
betrachten, das sich in Bewegung befindet. Die Teilchen 
können frei, oder auf beliebige Arten mit einander ver- 
bunden sein; sie können unter der Einwirkung äufserer 
Kräfte stehen, aber sie können zugleich durch Druck, 
Spannungen, gegenseitige Anziehung u. s. w. auf einander 
einwirken. 

Ein beliebiges Teilchen des Systems möge die Masse 
m und die Koordinaten ä, y, z haben. Diejenige Kraft, 
welche dem Teilchen, wenn es frei wäre, die wirklich 
stattfindende Bewegung erteilen würde, ist die Resultante 
aller sowohl äufseren wie inneren Kräfte (hierzu Span- 
nungen, Druck u. s. w. gerechnet), welche auf das Teilchen 
wirken und hat die Komponenten 

d^x d^y d^z 

^^' ^d^' ^^' 

fügt man diese Kräfte (die Eftektivkräfte) mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen zu denen hinzu, welche wirklich 
auf das Teilchen wirken, so erhält man ein System von 
im Gleichgewicht befindlichen Kräften. 
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Dies gilt in jedem Augenblik für alle Teilchen; be- 
trachtet man aber das ganze System auf einmal, so 
wird das Gleichgewicht nicht gestört, wenn alle von den 
Verbindungen herrührenden inneren Kräfte entfernt wer- 
den, da diese, dem Princip .von Aktion und Reaktion 
zufolge, paarweise gleich grofs und entgegengesetzt sind. 
Bezeichnet man durch Jf, F, Z die Summe der Kompo- 
nenten der nicht von den Verbindungen herrührenden 
Kräfte, welche auf m wirken, so erhält die Resultante 
der aus den Verbindungen herrührenden Kräfte, welche 
auf m wirken, die Komponenten 

^-""w ^-"*di' -^-'"d?' 

diese Kraft und die analogen werden mit einer nicht 
ganz glücklich gewählten Bezeichnung die verlorenen 
Kräfte genannt. Nun läfst sich d'Alemberts Prin- 
cip folgendermafsen ausdrücken: 

Während der Bewegung eines beliebigen 
Systems halten die verlorenen Kräfte sich in 
jedem Augenblick durch die Verbindungen im 
Gleichgewicht. 

Hierdurch ist das allgemeine dynamische Problem 
in ein statisches verwandelt; wir können also die in der 
Statik gefundenen Gleichgewichtsbedingungen benutzen, 
um aus dem allgemeinen Princip speciellere Principien 
von grofser Wichtigkeit zu entwickeln. Dazu benutzen 
wir im besonderen die sechs Gleichgewichtsbedingungen, 
die für Kräfte gelten, welche an einem Systeme von fest 
verbundenen Punkten angreifen, sowie das Princip der 
virtuellen Geschwindigkeiten. Wir ziehen es jedoch vor 
in beiden Fällen diejenigen Systeme von Kräften zum 
Ausgangspunkt zu nehmen, welche das Gleichgewicht 
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für jedes einzelne Teilchen herstellten. Für das Teilchen 
m war dies die Kraft mit den Komponenten 

^-"^w ^""^w ^-""w 

von denen jede für sich genommen Null ist, wenn wir 
mit X, Yj Z die Komponenten der ganzen auf m wir- 
kenden Kraft bezeichnen. 



Bewegrong des Sdiwerpunktes. 

34. Projiciert man alle genannten Systeme von im 
Gleichgewicht befindlichen Kräften auf eine beliebige 
Gerade, so kann man alle inneren Kräfte vernachlässigen, 
da diese, und deshalb auch ihre Projektionen, paarweise 
gleich grofs und entgegengesetzt sind. Wenn jetzt 
A"^, Fund Z nur die Komponenten der äufseren 
Kräfte bezeichnen, so erhält man, wenn die Summa- 
tion auf alle Massenteilchen des Systems ausgedehnt wird, 

^m'^ = ^X; 2^«»g = 2-F; ^«»g = 2'^- (D 

däB 

Beachtet man nun, dafs m^- die Projektion der 

Bewegungsgröfse auf die a'-Axe ist, so dafs m-j-^dt den 

Zuwachs darstellt, den diese Projektion in der Zeit dt 
erfahrt, sowie dafs Xdt eben die Bewegungsgröfse ist, 
welche die Kraft X in der Zeit dt mitteilt, so sieht man, 
dafs die gefundenen Gleichungen, nachdem sie mit dt 
multipliciert sind, ausdrücken: 

Der ganze geometrische Zuwachs an Bewe- 
gungsgröfse, welchen das System in einem Zeit- 
element erfährt, ist genau gleich der in diesem 
Zeitelement von den äufseren Kräften entwik- 
kelten Bewegungsgröfse. 
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35. Diesem Satze kann man eine andere, besonders 
übersichtliche Form geben. Denken wir uns in einem 
beliebigen Augenblick alle Teilchen fest mit einander ' 
verbunden, so wird der Schwerpunkt des Systems, wenn 
die Gesamtmasse M ist, bestimmt durch die Gleichungen 

Mx^ = ümx; My^ =» 2my\ Mz^ == 2mz, 

Differentiiert man diese Gleichungen zweimal mit 
Bezug auf die Zeit, so erhält man 

und die analogen; dadurch verwandeln sich die Glei- 
chungen (1) in 

m'^^IX; M^'l^ == lY; M^ =-- IZv (3) 

diese Gleichungen sind identisch mit denjenigen, welche 
die Bewegung des Schwerpunktes bestimmen würden, 
wenn man sich die Masse des ganzen Systems in diesem 
Punkte vereinigt, und alle äufseren Kräfte parallel mit 
sicü bis an diesen verlegt dächte. Es ergiebt sich also: 

Der Schwerpunkt eines Systems von Teil- 
chen bewegt sich so, als ob er die Masse des 
ganzen Systems enthielte und als ob in ihm 
alle parallel mit sich verschobenen äufseren 
Kräfte angriffen. 

Im besonderen folgt hieraus das sogenannte Princip 
der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes: 

Der Schwerpunkt eines Systems, auf wel- 
ches nur innere Kräfte wirken, bewegt sich 
nach dem Gesetz der Beharrung. 

Wenn auf das System nur äufsere Kräfte wirken, 
deren Projektionen auf irgend eine Gerade oder Ebene 
Null zur Summe haben, so ergiebt sich leicht, dafs die 
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Projektion des Schwerpunktes auf diese Gerade oder 
Ebene sich nach dem Gesetz der Beharrung bewegt. 

Bevor wir weiter gehen, wollen wir das entwickelte 
Princip auf einige Fälle anwenden. 

1. Wenn ein Mann über einen Graben springt, so 
kann er, wenn vom Luftwiderstände abgesehen wird, 
von dem Augenblick an, wo er den Erdboden verlassen 
hat, die Bewegung seines Schwerpunktes nicht mehr 
beeinflussen. Dieser wird den Gesetzen der Wurfbewe- 
gung folgen, einerlei welche Bewegungen der Mann in 
der Luft ausführen mag. 

2. Ein Mann, der auf einer vollkommen glatten 
Eisfläche steht, kann seinem Schwerpunkte nur Bewe- 
gungen in der Vertikalen erteilen und kann deshalb seinen 
Platz nicht verlassen. Auf der Erde macht der ßeibungs- 
widerstand es uns möglich die horizontale Kraft hervor- 
zubringen, die uns vorwärts bewegt, während wir gleich- 
zeitig den Erdboden etwas zurückdrücken, so dafs der 
Schwerpunkt für alle bewegten Teile in seiner Lage bleibt. 

3. Wird eine Kanone abgeschossen, so erfahrt die- 
selbe einen Bückstofs, die Granate fliegt davon und 
explodiert; ihre Splitter fliegen nach allen Seiten, die 
Luft wird in Bewegung gesetzt u. s. w., aber der Schwer- 
punkt für alle bewegten Teile ändert seine Lage nicht. 
Dafs hierbei feste Körper in luftförmige übergehen, ändert 
nichts an der Gültigkeit des Satzes, denn auch hierbei 
treten nur innere, paarweise entgegengesetzte Kräfte auf. 

Wir haben hier von der Schwere abgesehen; nehmen 
wir aber Bücksicht auf dieselbe und betrachten wir die 
Erde als fest, so sehen wir, dafs der Schwerpunkt in 
Wirklichkeit dem Gesetze für die Bewegung beim freien 
Fall folgt, jedoch mit einer geringeren Beschleunigung. 
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Diese mufs sich zu g verhalteu wie die Masse des Ge- 
schosses zur Gesamtmasse, da die Wirkung der Schwere 
auf die Kanone durch die Reaktion der Unterlage auf- 
gehoben wird. 

4. Ein Mann sitzt hinten in einem Boot und hat 
ein Segel aufgespannt quer zum Boot; denken wir uns, 
dals er Lungen besäfse, mit denen er einen Orkan her- 
vorbringen könnte, so würde er durch Blasen auf das 
Segel nur dann das Boot vorwärts treiben, wenn er so 
stark bliese, dafs die Reaktion ihn selbst hinten aus dem 
Boot würfe. Will er sich vorwärts bewegen, so mufs er 
sich umdrehen und in die Luft hinaus blasen; da er 
hierdurch den Schwerpunkt der Luftmasse zurücktreibt, 
bewegt sich das Boot vorwärts. 

5. Das Princip scheint der Erfahrung zu wider- 
streiten, dafs man, wenn man in einem leichten Wagen 
«itzt, diesen dadurch vorwärts bewegen kann, dafs man 
sich nach vorn wirft und mit einen plötzlichen Ruck 
innehält. Wir wollen deshalb genauer untersuchen, was 
hier vorgeht. 

Um den Körper zu bewegen, müssen wir die Füsse 
gegen den Wagen stemmen; dadurch suchen wir den 
Wagen zurückzutreiben , und wenn der Reibungs- 
widerstand verschwindend ist, wird der Wagen sich 
in Wirklichkeit so zurückbewegen, dafs der gemeinsame 
Schwerpunkt für den Wagen und die Person in seiner 
Lage bleibt. Ist der Reibungswiderstand dagegen hin- 
reichend grofs, so wird der Wagen nicht zurückgehen, 
sondern auf Grund einer durch den Reibungswiderstand 
hervorgerufenen Spannung die Unterlage etwas zurück- 
treiben; dies mufs also mitberücksichtigt werden, wenn 
das Princip angewandt werden soll. Nun hält die 
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Bewegung der Person inne durch einen Stofs gegen den 
Wagen; dieser empfangt dadurch plötzlich den gröfsten 
Teil der Bewegungsgröfse, welche die Person nach und 
nach durch ihre Bewegung nach vorn entwickelt hat. 
Die dadurch auf den Wagen wirkende Kraft ist stark 
genug, um im Verein mit der Spannung der Unterlage, 
die wie eine zurückschlagende Feder wirkt, den Reibungs- 
widerstand zu überwinden, und der Wagen bewegt sich 
vorwärts. Die Unterlage bewegt sich jedoch nicht mit: 
dadurch dafs diese zurückgetrieben wurde, ist der Wagen 
vorwärts gekommen; der gemeinsame Schwerpunkt hat 
seine Lage nic*ht verändert. 

Pas Princip der Flächen. 

36. Wir kehren nun zurück zu den an den Teil- 
chen des Systemes angebrachten, im Gleichgewicht be- 
findlichen Kräftesystemen, um auszudrücken, dafs die 
Momentensumme der vereinigten Systeme mit Bezug auf 
eine beliebige Gerade Null ist. Auch hier können wir 
alle inneren Kräfte vernachlässigen, da zwei gleich grofse 
und entgegengesetzte , in derselben Geraden wirkende 
Kräfte gleich grofse und entgegengesetzte Momente mit 
Bezug auf eine beliebige Gerade haben. 

Wir erhalten also, wenn X, Fund Z wiederum 
nur die Komponenten der äufseren Kräfte be- 
zeichnen, und wenn wir die Momentensummen mit 
Bezug auf die Axen nehmen, 






(4) 
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Nach Multiplikation mit dt drücken diese Gleichun- 
gen aus: 

Der Zuwachs, welchen die Momentensumme 
der Bewegungsgröfsen mit Bezug auf eine be- 
liebige Gerade in der Zeit dt erfährt, ist gleich 
der in derselben Zeit von den äufseren Kräften 
entwickelten Momentensumme. 

Wir haben früher die Bezeichnungen* «geometrische» 
und «statische» Summe ohne Unterschied gebraucht; 
indessen kann es zweckmäfsig sein zwischen den beiden 
zu unterscheiden; wir wollen also unter der geometri- 
schen Summe eines Systems von Kräften die Kesultante 
der' an denselben Punkt verlegten Kräfte verstehen, unter 
der statischen Summe aber diese Kesultante in Ver- 
bindung mit dem bei der Verlegung hinzugekommenen 
Kräftepaar. Der obenstehende Satz zeigt dann in Ver- 
bindung mit dem Satze in 34, wenn die Bewegungs- 
gröfsen als Kräfte aufgefafst werden: 

Der Zuwachs, welchen die statische Summe 
der Bewegungsgröfsen im Zeitelement erfährt, 
ist genau gleich der statischen Summe der von 
den äufseren Kräften im Zeitelemente entwik- 
kelten Bewegungsgröfsen. 

In dem besonderen Falle, wo keine äufseren Kräfte 
wirken, haben wir hier das Princip von der Erhal- 
tung dör statischen Summe der Bewegungs- 
gröfsen; dies bringt natürlich mit sich, dafs die dem 
Systeme von Bewegungsgröfsen entsprechende Centralaxe 
(Statik, 53) nicht verändert wird. 

37. Nun wollen wir im besonderen den Fall be- 
trachten, wo entweder keine äufseren Kräfte wirken, oder 

5 
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alle änberen Kräfte gegen denselben Punkt gerichtet sind ; 
diesen denken wir nns dann zum Anfangspunkt genommen, 
so daCs wir nur die Momentensommen mit Bezug auf die 
durch diesen Punkt gehenden Aien betrachten. Die 
Glieder auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens fallen 
dann fort, und dadurch gelingt es uns, den Satz in einer 
besonders einfachen Form auszudrücken. 
Die drei Gleichungen 

lassen sich nach Multiplikation mit dt sofort integrieren 
und ergeben dann: 

2!m{ydz — zdt/) = c^dt; Zm(zdx — xdz) = e^dt\ 

Zm(xdy — ydx) = c^dt. 

Beachten wir hier, dafs die Gröfsen in den Klam- 
mern das Doppelte der Flächenelemente sind, welche die 
Projektionen des Badiusvektor auf die Koordinatenebenen 
beschreiben, so können wir den Satz auf zwei Arten aus- 
drücken. Entweder: 

Gehen alle auf ein System wirkenden äufse- 
ren Kräfte durch denselben Funkt, so ist die 
Summe der Momente der Bewegungsgrofsen 
mit Bezug auf jede durch diesen Punkt ge- 
hende Gerade während der ganzen Bewegung 
konstant. 
Oder in einer anderen Form: 

Wenn man die Flächen, welche die vom 
Punkte an alle Teilchen gezogenen Badien- 
vektoren beschreiben, auf eine beliebige Ebene 
projiciert und einzeln mit der Masse des be- 
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treffenden Teilchens multipliciert, so ist die 
erhaltene Summe der angewandten Zeit pro- 
portional. 

Bezeichnet man die Summen, welche durch Projek- 
tion auf die Koordinatenebenen entstehen, mit F«, Fy 
und Ft^ so hat man, wenn die Flächen von der Lage 
aus, welche das System für t=^0 einnimmt, gemessen 
werden, 

F^^\c^t; Fy ^ \c^t\ F, = \c^t (7) 
Frojiciert man auf ähnliche Weise auf eine beliebige 
Ebene, deren Normale mit den Axen die Winkel a, ß, y 
bildet, so erhält man für die Projektion F: 

2dF = (Cj cos« -f c, cos^ + c^ cos^) dt, 

woraus 

F = 1(^1 cosa + <?2 cos/? -f Cg COS;') t (8)' 

Bestimmt man eine durch den Anfangspunkt ge- 
hende £bene derartig, dafs die Bichtungscosinus ihrer 
Normale proportional zu c^, c^ und c^ sind, und nennt 
man die entsprechenden Winkel «i, ß^, ^-p so hat man 



i^ = i (cosacostti + cos;9cos^i + cos^'cos/'jl/üi^-i- c^^-{-Cq^ . t; 

da die Gröfse in der Klammer den Cosinus des Winkels 
der beiden Ebenen ausdrückt, so erreicht dieselbe ihren 
Maximalwert 1, wenn die beiden Ebenen zusammenfallen. 
Die Ebene, welche die Gleichung 

c^x + c^y + c^z = (9) 

hat, besitzt also die Eigenschaft, dafs die obengenannte 
Summe bei der Projektion auf diese Ebene ihren mög- 
lichst grofsen Wert erhält. Da die Gleichung die Zeit 
nicht enthält, so ist die Ebene fest; sie heifst die in- 
variable Ebene. Eine solche mufs es z.B. für unser 
Planetensystem geben, und diese mufs sich benutzen 
lassen um alte Beobachtungen zu kontrolieren. 
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Hätten wir die erste Form des Satzes benutzt, so 
wären wir auf ähnliche Weise zu dem Resultat gekom- 
men, dafs die auf der invariablen Ebene in dem festen 
Punkte errichtete Normale von allen durch diesen Punkt 
gehenden Geraden diejenige sei, für welche die konstante 
Momentensumme der Bewegungsgröfsen ein Maximum ist. 
Dieses Maximum bestimmt nach Gröfse und Richtung 
das resultierende Kräftepaar, welches wir erhalten, wenn 
i^ir die Bewegungsgröfsen als Kräfte behandeln und alle 
an den festen Punkt verlegen; der Satz kann deshalb 
auch das Princip der Erhaltung des resultieren- 
den Kräftepaares genannt werden. 

Nun wollen wir einige Anwendungen betrachten, die 
namentlich zur Erläuterung des Princips von der Erhal- 
tung des Kräftepaares dienen mögen. 

1. Wir sahen, dafs ein Mann, der auf einer voll- 
kommen glatten Ebene steht, seinen Schwerpunkt nicht 
aus der Senkrechten herausbringen kann. Es ergiebt 
sich nun leicht, dafs er auch nicht imstande ist, sich 
um die Senkrechte zu drehen; er kann wohl z. 6. den 
Kopf drehen, aber dann dreht sich der Körper im ent- 
gegengesetzten Sinne, denn die Momentensumme mit Be- 
zug auf die Senkrechte mufs dauernd Null sein. Wenn 
wir auf dem Erdboden stehend den Oberkörper drehen 
können, so geschieht das, weil wir wegen des Beibungs- 
widerstandes die Unterlage nach der entgegengesetzten 
Seite drehen. 

2. Könnte ein Heer, welches beständig am Äquator 
um die Erde herummarschierte, die Umdrehungsgeschwin- 
digkeit der Erde verändern? Man sieht leicht, dafs die 
Antwort verneinend ausfallen mufs. Solange das Heer 
marschiert, ist die Umdrehungsgeschwindigkeit verändert 
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(wenn wir das Heer nicht mit zur Erde rechnen) ; sobald 
es aber Halt macht, tritt die alte Umdrehungsgeschwin- 
digkeit wieder ein. Wird das Moment der Bewegungs- 
gröfse des Heeres mit Bezug auf die Erdaxe mit berück- 
sichtigt, so wird die Momentensumme in keinem Augen- 
blick verändert. 

3. Wenn ein Gymnastiker abspringt, um einen Salto 
mortale auszuführen, so verlafst er erst mit den Füfsen 
den Erdboden, wenn sein Schwerpunkt sich etwas vor 
seinen Füfsen befindet. Dadurch erteilt er seinem Körper 
eine Eotation, und die Winkelgeschwindigkeit dieser ver- 
grösfert er dadurch, dafs er seinen Körper stark zusam- 
menzieht. Wenn nämlich die Massenteilchen der ßota- 
tionsaxe näher gebracht werden, so müssen die Geschwin- 
digkeiten vergröfsert werden, damit die Momentensumme 
unverändert bleibt. 

4. Eine Person, welche schaukelt, vermehrt ihre 
Geschwindigkeit, wenn sie sich bei der absteigenden 
Bewegung von der Umdrehungsaxe entfernt, bei der auf- 
steigenden sich derselben nähert. Die Schwere vermehrt 
dadurch nämlich das Moment mit Bezug auf die Axe 
mehr bei der absteigenden Bewegung, als sie dasselbe 
bei der aufsteigenden Bewegung vermindert. 

5. Wenn ein Seiltänzer im Begriff ist nach der 
einen Seite zu fallen, so bringt er eine entgegengesetzte 
ßotation durch eine Drehung der Balancierstange hervor. 
Der Grund dafür, dafs er dies kann, liegt in dem Rei- 
bungswiderstande des Seiles; wäre das Seil glatt, so 
würde eine Drehung der Stange seine Füfse von dem- 
selben entfernen. 

6. Die Schwere vermag nicht die Rotation eines 
Körpers um eine durch den Schwerpunkt gehende Axe 
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zu verändern. Die von der Schwere herrührende Mo- 
mentensumme ist nämlich das Moment von dem im 
Schwerpunkte angebracht gedachten Gewicht des Körpers. 



Instantane Kräfte oder Stofskräfte. 

38. Wir haben gesehen, dafs der statische Zuwachs 
der Bewegungsgröfse eines Körpers von den äufseren 
Kräften herrührt, die auf den Körper gewirkt haben. 
In der Eegel sind diese Kräfte so beschaffen, dafs sie 
einer merkbaren Zeit bedürfen, um eine merkbare Ver- 
änderung der Bewegungsgröfse hervorzubringen. Häufig 
trifft man indessen auf Kräfte, die nur während einer 
sehr kurzen Zeit wirken, die aber so grofs sind, dafs sie 
in dieser kurzen Zeit dem Körper eine merkbare Bewe- 
gungsgröfse mitteilen können. Solche Kräfte nennt man 
instantane Kräfte oder Stofskräfte. 

Natürlich geht in Wirklichkeit eine Stofswirkung in 
einer endlichen Zeit vor sich, aber diese Zeit ist so klein, 
dafs wir sie vernachlässigen können, um so mehr als 
wir in der Regel nicht wissen, wie die Kraft in dieser 
kurzen Zeit gewirkt hat; wir wissen nur, dafs der ge- 
stofsene Körper plötzlich eine gewisse Bewegungsgröfse 
empfangen hat, und eben diese Bewegungsgröfse benutzen 
wir dann als Mafs für die Stofskraft. 

Um dies analytisch auszudrücken, wollen wir anneh- 
men, dafs die grofse Kraft die Komponenten X^ Y, Z 
habe und von f =0 bis t = wirke, wo 6 sehr klein 
ist; in der unendlich kleinen Zeit dt teilt diese Kraft 
dem Körper eine Bewegungsgröfse mit, deren Kompo- 
nenten 

Xdt, Ydt, Zdt 
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sind, so dars die in der Zeit d mitgeteilte Beweguügs- 
gröfse die Komponenten 

Xdt, \Ydt, \Zdt 

hat; diese Gröfsen nennen wir die Komponenten der 
Stofskraft. X, Fund Z selbst kennen wir nicht; wir 
können uns wohl vorstellen, dafs sie im Verlauf der 
kurzen Zeit, welche der IStofs währt, anfanglich stark 
wachsen und darauf stark abnehmen müssen; aber die 
nähere Bestimmung ihrer Gröfse mufs von den Verände- 
rungen abhängen, welche während der Dauer des Stofses 
im Inneren der zusammenstofsenden Körper stattfinden, 
ist also abhängig von dem physischen Zustande des 
K<)rpers. Das einzige, was wir über diese Kräfte im 
allgemeinen sagen können, ist das, dafs Aktion und 
Reaktion beständig gleich grofs und entgegengesetzt sein 
müssen, so dafs das allgemeine Princip der Erhaltung 
der Bewegungsgröfsen auch hier gelten mufs, wenn wir 
den stofsenden und den gestofsenen Körper zusammen 
betrachten. Hierdurch also, und nicht durch Ausführung 
der Integrationen, müssen wir die obenstehenden Inte- 
grale zu bestimmen suchen. 

Obgleich also in Wirklichkeit die Veränderung der 
Bewegungsgröfse kontinuierlich in der Zeit 6 vor sich 
geht, pflegt man dennoch, da in der Kegel ein sehr 
kleiner. Bruchteil einer Sekunde ist, die Veränderung als 
plötzlich vorgegangen zu betrachten; daraus folgt, dafs 
man während der Dauer des Stofses die Körper als un- 
beweglich, die Koordinaten also als konstant betrachten 
mufs, und dafs man folglich von der möglichen gleich- 
zeitigen Wirkung von Kräften, die nicht Stofskräfte sind, 
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abzusehen hat, da diese in der verschwindenden Zeit nur 
eine verschwindende Bewegungsgröfse mitteilen können. 
Später kommen wir wieder auf den Stofs zurück; 
ein Beispiel wollen wir jedoch schon hier anführen. 
Zwei Teilchen mit den Massen m und m^ mögen in 
einem Punkte A zusammenstofsen, und AB und AC 
seien die Bewegungsgröfsen im Augenblicke des Zusam- 
menstofses. Wir nehmen an, dafs die Teilchen sich nach 
dem Stofse vereinigt weiter bewegen (wie zwei weiche 
Thonkugeln). Die vereinigten Teilchen werden dann nach 
dem Stofse ihre Bewegung mit einer Bewegungsgröfse 
AD fortsetzen, welche die Resultante von AB und AC 
ist. Dadurch ist, weil die Masse w-fmi beträgt, so- 
wohl Richtung wie Geschwindigkeit bestimmt. Die Be- 
wegungsgröfse welche m durch den Stofs vom m^ em- 
pfangen hat, beträgt, wenn + und — geometrische Ad- 
dition und Subtraktion bedeuten, 

'^ AD — AB = ''^^—(AB-\-AC) — AB 



mAC — m^ AB 



•m -\- m^ 



Dies Resultat giebt uns Veranlassung auf einen 
wesentlichen Unterschied zwischen allgemeinen Kräften 
und denjenigen, welche wir Stofskräfte genannt haben, 
aufmerksam zu machen. Die ersteren sind im allgemeinen 
den Massen, auf die sie wirken, proportional, und unab- 
hängig von der Verbindung eines angegriffenen Massen- 
teilchens mit anderen Massenteilchen. Das gilt aber 
nicht für Stofskräfte. Eine Masse m mit der Geschwin- 
digkeit V kann Sitz eine Stofskraft von der Gröfse mv 
sein; das kann sie aber nur sein, wenn der Stofs unter 
solchen Umständen vor sich geht, dafs die stofsende 
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Masse ihre ganze Bewegungsgröfse abgiebt, nach dem 
Stofse also in Buhe ist; sie kann sogar wie eine Stofs- 
kraft wirken, die gröfser als mv ist, da sie nach dem 
Stofse zurückspringen kann. Wir können nicht einmal 
sagen, dafs der Stofs proportional der stofsenden Masse 
sei; das ergiebt sich leicht aus dem oben gefundenen 
Ausdruck für die beim Stofse abgegebene Bewegungs- 
gröfse, der genau Gröfse und Bichtung des Stofses an- 
giebt, den m von m^ empfangen hat, während derselbe 
Ausdruck mit entgegengesetztem Vorzeichen den Stofs 
angiebt, den m^ von m empfangen hat. 

Bei den obenstehenden Betrachtungen haben wir 
uns im besonderen die Stofskräfte als einzelne Kräfte 
gedacht; indessen steht der Annahme nichts im Wege, 
dafs der Bewegungszustand eines Körpers sich plötzüch 
so verändern kann, dafs die Zunahmen der Bewegungs- 
gröfsen keine einzelne Besultante haben. 



Lebendige Kraft und Arbeit. 

39. Indem wir nun dazu übergehen das Princip 
der virtuellen Geschwindigkeiten anzuwenden, wollen wir 
zunächst die auf die einzelnen Teilchen wirkenden Sy- 
steme von Kräften als im Gleichgewicht befindlich be- 
trachten; die Summe der virtuellen Momente wird dann 
ifür alle Verschiebungen gleich Null sein; jedoch beschrän- 
ken wir uns darauf solche Verschiebungen vorzu- 
nehmen, welche zu den gegebenen Bedingungen 
stimmen; dann können wir nämlich die Kräfte aufser 
Acht lassen, welche bei diesen Verschiebungen keine 
Arbeit ausführen; hierzu gehören die äufseren Kräfte, 
welche von der normalen Beaktion fester Flächen oder 
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Kurven herrühren, und solche inneren Kräfte, welche paar- 
weise gleich grofs und entgegengesetzt sind und auf 
Teilchen wirken, deren Abstände sich nicht ver- 
ändern. Haben wir dagegen solche inneren Kräfte, die 
zwar als Aktion und Beaktion auftreten, aber paarweise 
Angriffspunkte mit veränderlichem Abstände besitzen 
(gegenseitige Anziehung zwischen zwei Teilchen, Span- 
nung elastischer Fäden u. s. w.) , so wissen wir von der 
Statik her, dafs ein solches Paar, dessen Angriffspunkte 
den Abstand l haben, zusammen ein virtuelles Moment 
erhalten (eine Arbeit ausführen), welc)ies gleich 

Tdl 
ist, worin T die Gröfse der Anziehung oder Spannung 
bedeutet, positiv oder negativ gerechnet, jenachdem die 
entgegengesetzten Kräfte die Entfernung l zu vergröfsern 
oder zu verkleinern bestrebt sind. 

Wir haben also , wenn die Summation auf alle 
Massenteilchen ausgedehnt wird, 

Es ist hier wohl zu beachten, dafs diese Glei- 
chung in jedem Augenblick während der Bewe- 
gung gilt; dies ist so zu verstehen, dafs, wenn wir 
uns in einem beliebigen Augenblic"k die Bewegung ein- 
gestellt denken und die genannten Kräfte in diesem 
Augenblick betrachten , Gleichgewicht stattfindet. Die 
Verschiebungen sind also solche, welche in dem Augen- 
blick, wo die Bewegung aufhört, zu den gegebenen Be- 
dingungen, so wie sie jetzt sind, stimmen. Dies hat 
namentlich in dem Falle Bedeutung, wo die Zeit explicit 
in den Bedingungsgleichungen vorkommt. In diesen er- 
hält also t in dem betrachteten Augenblick einen gewissen 
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konstanten Wert, und dieser verändert sich nicht, wenn 
wir den Teilchen ihre virtuellen Verschiebungen erteilen ; 
da das Verhältnis dieser durch Differentiation der Bedin- 
gungsgleichungen bestimmt wird, so ist t bei dieser 
Differentiation als konstant zu betrachten. 

Beispielsweise wollen wir ein Teilchen betrachten, 

auf das keine äuferen Kräfte wirken, das aber an eine 

Gerade gebunden ist , welche sich mit gleichförmiger 

Geschwindigkeit in der a?y- Ebene um den Anfangspunkt 

dreht, Sind x und y die Koordinaten des Teilchens, so 

haben wir 

y ^ xigkt, 

vo k eine Konstante bedeutet. Da Jf = F = , so ist 
ferner 

nun ergiebt die Bedingungsgleichung 

dy = dx . tg ht ; 
dadurch wird die vorhergehende Gleichung verwandelt in 

Für die Bewegung in der wirklichen Bahn erhalten 

wir indessen, wenn wir die Bedingungsgleichung zweimal 

differentiieren, wobei t variiert, 

d^y d^x , ,, , f,7 d.2? 1 , c»,o sinA^* 
dt^ dt^ ^ ' dtcos^^kt cos^Ä;« 

Wird dieser Wert oben eingesetzt, so haben wir 
eine Differentialgleichung zwischen x und t. 

Hieran sehen wir den Unterschied zwischen den 
beiden Differentiationen; bei der ersten denken wir uns 
die Bewegung eingestellt, indem wir t einen konstanten 
Wert beilegen; die virtuelle Verschiebung des Teilchens 
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kann dann nur in der für den Augenblick festen Linie, 
an welche es gebunden ist, vor sich gehen. Bei der 
zweiten Differentiation betrachten wir dagegen die wirk- 
liche Bahn des Teilchens und die Zunahmen dx und dy 
in dieser. Wir sehen also, dafs die wirklichen Verschie- 
bungen nicht mit zu den virtuellen möglichen gehören, 
wenn die Bedingungsgleichungen die Zeit explicit ent- 
halten. Ist im allgemeinen die Bedingungsgleichung 

i = Ö, 
so erhalten wir in den beiden Fällen beziehungsweise 
JdL ^ . dL ^ , dL _ , OL ^ , ^ 

und 

daraus geht hervor, dafs die durch d und d bezeichneten 

dL 
Variationen nur dann dieselben sein können, wenn -^ 

= ist, wodurch ausgedrückt wird, dafs die Zeit nicht 
explicit in den Gleichungen enthalten ist. 

40. Aus den Gleichungen (10) können wir Integrale 
abzuleiten versuchen, indem wir im besonderen solche 
dx^ dy ... wählen, welche irgend einer möglichen Ver- 
schiebung entsprechen. Besonderes Interesse hat hier 
der Fall, wo t nicht explicit in den Bedingungs- 
gleichungen vorkommt; wir können dann als vir- 
tuelle Verschiebung die kleine Verschiebung der Teilchen 
in ihren wirklichen Bahnen nehmen, welche in der Zeit 
dt vor sich gehen, also 

da; = da^ dy = dy, dz ^= dz 

setzen; dadurch erhalten wir 

3n (g dx + g dy + g dz'j --= 2{Xda, + Ydy + Zdz). (11) 
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Hier ist die Gröfse auf der linken Seite das Differential 
der lebendigen Kraft des ganzen Systems, während die 
Grösfe auf der rechten Seite die Elenotentararbeit darstellt. 
Durch Integration finden wir dann: 

Der Zuwachs an lebendiger Kraft, welchen 
das bewegte System erfährt, wenn es aus einer 
Lage in eine andere übergeht, ist gleich der 
von den wirkenden Kräften gleichzeitig aus- 
geführten Arbeit. 

Eigentlich kann man auch sagen, dafs das Princip 
gilt, wenn die Zeit in den Bedingungsgleichungen vor- 
kommt; die Veränderung dieser mit der Zeit wirkt dann 
aber wie eine Kraft; da diese unbekannt ist, mufs man 
solche Verschiebungen vornehmen, dafs sie verschwindet. 
Man vergleiche das Beispiel oben, wo die Verschiebung 
senkrecht zu der unbekannten Reaktion der beweglichen 
Geraden gerichtet ist. 

41. Die Elementararbeit läfst sich in zwei Teile 
zerlegen, nämlich in den, der von den äufseren, und in 
den, der von den inneren Kräften herrührt. Dem letz- 
teren kann man eine einfache Form geben; es möge 
nämlich (p eine innere Kraft sein, welche bei der Ein- 
wirkung von zwei Teilchen A und B auf einander ent- 
steht; diese Einwirkung kann von Spannung, Druck, An- 
ziehung, Abstofsung u. s. w. herrühren. Wir nehmen 
nur an, dafs <p die Richtung AB oder BA hat, je nach- 
dem wir die auf das eine oder auf das andere Teilchen 
wirkenden Kräfte betrachten. Dann haben wir gesehen, 
dafs die bei einer kleinen Bewegung des Systems von 
den beiden gleichen und entgegengesetzten Kräften ip 
ausgeführte Arbeit gleich ist (Statik, 100) 



78 

WO r die Länge von AB bedeutet und <p positiv oder 
negativ, wie oben (39) angegeben, gerechnet wird. Die 
innere Arbeit besteht also aus einer Summe von Gliedern 
von dieser Form, und zwar erhält man ein Glied für 
jedes Paar von gleichen und entgegengesetzten Kräften, 
welche auf Teilchen mit variablem Abstände wirken. 

Wir wollen annehmen, dafs die Kräfte ^ Funktionen 
der entsprechenden Abstände r sind. Die Glieder 

]L<pdr 

bilden dann das vollständige Differential einer gewissen 
Funktion /, welche ausschliefslich von den gegenseitigen 
Entfernungen der verschiedenen Massenteilchen abhängt. 

Ist die- von den äufseren Kräften herrührende Ele- 
raentararbeit gleichfalls ein vollständiges Differential, so 
wird die ganze rechte Seite der Gleichung (11) ein voll- 
ständiges Differential; bezeichnen wir die entsprechende 
Funktion mit entgegengesetztem Vorzeichen durch U^ die 
lebendige Kraft des Systemes durch T", so erhalten wir 
aus (11) durch Integration 

wo E eine Konstante bedeutet, der wir auf Grund unserer 
Bestimmung von £/ einen beliebigen Wert beilegen können; 
wir denken uns diesen so grofs gewählt, dafs er gröfser 
ist als der gröfste Wßrt, den die positive Gröfse 2' wäh- 
rend der Bewegung annehmen kann. U bleibt dann auch 
positiv während der ganzen Bewegung. 

E heifst die Energie, und diese besteht, wie die 
Gleichung zeigt, aus zwei Teilen: £/, der potentiellen 
Energie, und 2\ der lebendigen Kraft oder aktuellen 
Energie. Während der Bewegung verändern sich die 
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beiden Teile, aber ihre Summe bleibt unverändert. Hierin 
besteht das Frincip der Erhaltung der Energie. 

Wir haben die Kräfte in innere und äufsere geteilt, 
weil dies oft bequemer ist; in der Wirklichkeit lassen 
sich alle Kräfte als innere auffassen, da die Kräfte, welche 
auf gewisse Massenteilchen wirken, immer von anderen 
Massenteilchen ausgehen, und nimmt man diese als zum 
Systeme gehörig, so werden alle Kräfte innere. 

Die lebendige Kraft des Systemes besteht auch aus 
zwei Teilen, nämlich dem Teile, den wir unmittelbar 
wahrnehmen können, und einem Teile, welcher von sehr 
kleinen schwingenden Bewegungen der Moleküle und 
Atome des Körpers herrührt; den ersten Teil wollen wir 
im Folgenden besonders als lebendige Kraft bezeichnen; 
der zweite Teil, der mittelbar als Wärme wahrgenommen 
wird, wird in der Physik besonders behandelt, während 
wir denselben hier nur gelegentlich erwähnen werden. 

Wie oben angeführt spielt die potentielle Energie 
die Rolle, dafs sie bei der Bewegung der Massenteilchen 
in aktuelle Energie übergeht und umgekehrt. Betrachten 
wir z. B. einen Stein , auf den die Schwere wirkt und 
der sich in Ruhe befindet, so ist die lebendige Kraft 
gleich Null, während potentielle Energie vorhanden ist, 
die uhi so gröfser ist, in je gröfserer Entfernung von 
der Erde sich der Stein befindet. Läfst man den Stein 
fallen , so vermindert sich allmählich die potentielle 
Energie, indem sich die Entfernung vermindert, aber 
gleichzeitig wächst die Geschwindigkeit des Steines und 
dadurch die lebendige Kraft. 

42. Die beiden Teile der lebendigen Kraft. Die 

Koordinaten des Schwerpunktes eines Systemes seien f, 
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jy, Ci und es seien ^ii yi> Zi die Koordinaten eines 
Massenteilchens mit Bezug auf ein bewegliches Koordi- 
natensystem, das den Schwerpunkt zum Anfangspunkt 
hat und dessen Axen denen des festen Systems parallel 
sind; dann ist 

« = a^i + f ; y = yi + 7; - = -^i + Ci 

woraus 

H ^ ~ir '^di' dt ^ "dt '^ dt' dt dt"^Jt' 
nun hat man für die lebendige Kraft 

-=»^[(sr+(ir+{S)'i-- 

oder wenn man die oben gefundenen Ausdrücke einsetzt, 

+*^1(l)'+(S)'+(f)>- 



[dt dt dt dt ^ dt dt\ 



+ 2^ 

Es ist aber 

Ux^dm = 0; 2yidfn = 0; Uzidm = 0, 
mithin 

dt dt dt 

folglich wird der letzte Teil von T gleich Null, da man 
ihn auf die Form 

bringen kann. Dem zweiten Teile von T kann man die 
Form 

4[(§r+(sr+(f)?-=»^- 

geben, wo M die ganze Masse, u die Geschwindigkeit 
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des Schwerpunktes bedeutet; dieser Ausdruck stellt also 
die lebendige Kraft dar, welche das System besitzen 
würde, wenn dessen Gesamtmasse im Schwerpunkt ver- 
einigt wäre. Der erste Teil von T bezeichnet die leben- 
dige Kraft des Systems mit Bezug auf den Schwerpunkt, 
das heifst die lebendige Kraft, welche es scheinbar für 
einen Beobachter haben würde, der sich im Schwerpunkte 
befände und sich mit diesem ohne Drehung bewegte. 

Bezeichnet man die relative Geschwindigkeit mit r^, 
so hat man für die lebendige Kraft 

r == i Mfc2 + ^ Iv^'^dm; ' (12) 

folglich : 

Die ganze lebendige Kraft eines bewegten 
Systemes ist gleich der Summe aus der leben- 
digen Kraft der Gesamtmasse des Systemes, 
diese im Schwerpunkte vereinigt gedacht, und 
aus der relativen lebendigen Kraft mit Bezug 
auf den Schwerpunkt. 

4i^. Die Elementararbeit läfst sich gleichfalls, wenn 
man die Koordinaten des Schwerpunktes einführt, in 
zwei Teile zerlegen, nämlich in 

d^ZX -\- dyjIY + dCIZ 
und in ^(Xdx^ + Ydy^^ + Zdz^). 

Der erste Teil stellt die Elementararbeit aller Kräfte 
dar, wenn man sich diese parallel mit sich bis zum 
Schwerpunkte verschoben denkt, und ist deshalb nach 
dem Satze über die Bewegung des Schwerpunktes gleich 
\d.Mu^\ man hat also 

2:\d.mv^'' = 2'(Z(ixi + yrfyi + Zrf^,), (13) 
woraus hervorgeht, dafs das Princip der lebendigen 
Kraft auch für die relative Bewegung mit 
Bezug auf den Schwerpunkt gilt. 

6 
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Das Princip von Gauss*). 

44. Wir denken uns ein System von Massenteilchen, 
die unter einander auf beliebige Weise verbunden sind 
und auf welche beliebige Kräfte wirken. Zur Zeit t be- 
findet das Massenteilchen m sich in einem Funkte A, 
während es, wenn die Verbindungen im letzten Zeitele- 
ment aufgehoben gewesen wären, so dafs die einzelnen 
Massenteilchen sich frei hätten bewegen können, sich in 
einem Punkte B befunden haben würde. Das Produkt 
m.AB und die analogen sind dann den von den Ver- 
bindungen herrührenden Kräften proportional; da diese 
sich durch die Verbindungen das Gleichgewicht halten, 
so ergiebt das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten, 
wenn AC eine zu den gegebenen Verbindungen stim- 
mende virtuelle Verschiebung ist, dafs 

Im.AB.AC cos CAB = 0. (14) 

Nun ist 

BC^ = AB^-\- AC^ — 2AB.ACcosCAB. 

Multipliciert man diese Gleichung mit m und addiert 

sie zu den analogen, so erhält man durch Benutzung 

von (14): 

Im.BC^ = ü.mAB^ + Sm.AC' 
oder 

Im.BC^>2m.AB^. 

BA ist die Abweichung der Masse m, welche im 
Zeitelement durch die Verbindungen hervorgerufen ist, 
während BC eine beliebige andere mögliche, zu den 
gegebenen Bedingungen stimmende Abweichung be- 
deutet. Betrachtet man m.AB^ und m.BC^ als Mafs 
des Zwanges, der auf das System ausgeübt wird, wenn 



*) Grelles Journal, JV. 
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die entsprechenden Abweichungen hervorgerufen werden, 
so läfst der bewiesene Satz sich folgendermafsen aus- 
drücken : 

Das System bewegt sich so, dafs die beste- 
henden Verbindungen den möglichst kleinen 
Zwang ausüben. 

Die Verbindungen verursachen also eine ähnliche 
Ausgleichung der verhinderten freien Bewegung wie die 
ist, welche man bei der Methode der kleinsten Quadrate 
an einer Anzahl sich widerstreitender Beobachtungen 
vornimmt. 



Das Prlnolp der kleinsten Wirkung und 

Hamiltons Princip. 

43. Um die genannten Principien ohne Anwendung 
der Variationsrechnung ableiten zu können, wollen wir 
auf eine Übereinstimmung zwischen den Gleichungen, 
welche die Gleichgewichtslage eines biegsamen Fadens 
bestimmen, und den Bewegungsgleichungen der Dynamik 
aufmerksam machen, eine Übereinstimmung, die es mög- 
lich macht, Sätze aus dem einen von diesen Gebieten 
auf das andere zu übertragen. 

Bezeichnet man das Produkt aus Querschnitt und 

Dichtigkeit mit ^, so dafs das Massenelement 

dm = pds (15) 

ist, und bezeichnet F die wirkende Kraft der Gröfse und 

Richtung nach, während T die Spannung ist, so kann 

man der Gleichgewichtsbedingung den Ausdruck 

dT+Ppds = (16) 

oder 

d^+^-^ (17) 

6* 
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geben, worin dT den geometrischen Unterschied zwischen 
zwei konsekutiven Spannungen, und das Zeichen -\- geo- 
metrische Addition bezeichnet. 

Betrachtet man die Kurve, welche der Faden in der 
Gleichgewichtslage bildet, als Bahn eines beweglichen 
Teilchens mit der Masse m, so hat man 

^lj_) ^ p, (18) 

wo d(mv) den geometrischen Zuwachs der Bewegungs- 
gröfse bedeutet. 

Durch Vergleichung der für die Lösung der Probleme 
ausreichenden Gleichungen (17) und (18) erhält man nun 
folgenden Satz: 

Aus einem Satze über das Gleichgewicht 
eines biegsamen Fadens kann man einen Satz 
der Dynamik ableiten, indem man das Massen- 
element mit dem Zeitelement und die Span- 
nung, mit entgegengesetztem Vorzeichen ge- 
nommen, mit der Bewegungsgröfse vertauscht, 
während die Kräfte und die Kurve unverändert 
bleiben. 

1 ds 

P 
Spannung durch — mr ersetzt wird, so mufs man, da 

das bewegte Teilchen in der Dynamik konstante Masse 

hat, voraussetzen, dafs die Dichtigkeit des Fadens der 

Spannung umgekehrt proportional ist. 

Wir haben hier einen einzelnen Faden betrachtet, 
aber der Satz gilt natürlich ebenso wohl für ein System 
von Fäden, die beliebigen Bedingungen unterworfen sind. 
Sind dieselben z. B. an gewisse Flächen gebunden, so 
bleiben die Bahnen der beweglichen Teilchen an dieselben 



^* - = i^ ^'' ^'' Vertauschung durch «, die 
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Flächen gebunden. Haben die sich entsprechenden Ele- 
mente zweier Fäden konstante Entfernung (die Elemente 
sollen sich so entsprechen, dafs die passierten Massen 
gleich grofs sind), so erhalten wir in dem dynamischen 
Satze zwei Teilchen, die sich mit konstanter Entfernung 
bewegen, u. s. w. 

Indem wir es dem Leser selbst überlassen, die in 
der Statik abgeleiteten Sätze über biegsame Fäden mit 
Hülfe des angegebenen Princips zu transformieren, wo- 
durch sich die meisten der bisher abgeleiteten allgemeinen 
Sätze der Dynamik ergeben werden, wollen wir im be- 
sonderen die Gleichgewichtsbedingung für ein System 
von Fäden, die durch das Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten ausgedrückt ist, tranformier§n. 

46. Zunächst müssen wir hier eine Bemerkung über 
die Formel (Statik, S. 100) 

8T-\^p{X8x + Y8y + Z3z) = 
machen, welche den Zuwachs an Spannung bestimmt, 
wenn man von einem Punkte des Fadens zu dem konse- 
kutiven übergeht. Wenn wir hier voraussetzen, dafs dT 
das vollständige Differential einer gewissen Funktion der 
Koordinaten ist, so wird die Formel, wenn die absolute 
Gröfse der Spannung an einem Punkte gegeben ist, die 
absolute Grösle der Spannung an jedem Punkte des 
Baumes so bestimmen, wie sie sein wird, wenn der Faden 
bei einer veränderten Richtung der Spannung an dem 
einen festen Endpunkte des Fadens dahin gebracht wird, 
durch den betrachteten Punkt zu gehen. 

Der Faden kann Bedingungen unterworfen, beispiels- 
weise an eine glatte Fläche gebunden sein. 

Nun wenden wir das Princip der virtuellen Geschwin- 
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digkeiten an, indem wir dem Faden eine beliebige kleine 
Verschiebung erteilen, welche den gegebenen Bedingungen 
nicht widerstreitet. Wir nehmen an, dafs ein Bogenele- 
ment ds bei der Verschiebung den Zuwachs dds erhält; 
das diesem entsprechende virtuelle Element ist (Statik, 100) 

T3ds , 
das jedoch wegen der durch (17) bestimmten Richtung 
von T mit entgegengesetztem Vorzeichen genommen wer- 
den mufs; man erhält also, wenn die Summation auf 
alle Elemente des Fadens ausgedehnt wird, 

l'[{Xdx + Ydt/ + Z8z)dm—Td.ds'] = 0; (19) 

diese Gleichung läfst sich bei der Bedeutung, welche T 
beigelegt worden ist, in der Form 

2{d8dT+ Tdda) = 
oder 

Id.Tds^Q 

schreiben; vertauscht man die Zeichen 8 und 2 und er- 
setzt das letztere durch ' ein Integralzeichen , so erhält 

man: 

8\Td8 = 0. (20) 

Diese Formel drückt eine notwendige Bedingung dafür 
aus, dafs das Integral ein Maximum oder Minimum ist. 
Sie ist ihrer Ableitung gemäfs in der Weise zu verstehen, 
dafs, wenn ACB die Gleichgewichtskurve ist, und wir 
eine beliebige benachbarte Kurve ADB nehmen und für 
diese bei der angenommenen Bedeutung von T das Inte- 
gral berechnen, die erste Variation des dadurch bestimm- 
ten Integrals Null wird. Die Nachbarkurve ist in der 
Begel keine Gleichgewichtskurve, aber sie kann eine solche 
werden, da die Richtung der Spannung an dem einen der 
festen Endpunkte zwei unendlich nahe bei einander lie- 
gende Werte erhalten kann. Ist dies der Fall, so wird 
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auch die zweite Variation des Integrals gleich Null. 
(Man vergleiche im folgenden Anwendung 37.) Im be- 
sonderen ist zu beachten, dafs die gefundene Formel, 
wenn da konstant und die Schwere die einzige wirkende 
Kraft ist, die bekannte Schwerpunktseigenschaft ergiebt 
(Statifc, 102), und dafs sie, wenn der Faden über eine 
glatte Fläche gespannt ist und nur unter dem Finflufs 
der normalen Reaktion dieser Fläche steht, zeigt, dafs 
die Gleichgewichtsfigur eine geodätische Linie ist. 

Der Übersichtlichkeit wegen haben wir einen einzigen 
Faden betrachtet, aber man sieht leicht, dafs der Satz 
auch für ein System von Fäden gilt; es kommt nur dar- 
auf an, dafs wir, in demselben Sinne wie oben, die Span- 
nung in jedem Elemente angeben können, wenn dasselbe 
eine zu den gegebenen Bedingungen stimmende kleine 
Verschiebung erfahren hat. 

47. Durch Anwendung unserer Transformation er- 
halten wir jetzt: s\vds = Q; (21) 

aus der obenstehenden Entwickelung folgt unmittelbar, 
wie diese Formel zu verstehen ist; man mufs voraussetzen, 
dafs es einen allgemeinen Ausdruck für die lebendige 
Kraft giebt, der dazu dient die Bedeutung von t; für 
Punkte der benachbarten Kurven zu definieren. Unter 
derselben Voraussetzung erhalten wir für ein System von 

TeUchen: 8 . 1 .\mvds =^ (i. (22) 

Dies Princip ist von Maupertuis angegeben und 
hat den nicht ganz zutreffenden Namen «Princip der 
kleinsten Wirkung» erhalten. 

48» Eine andere Form der transformierten Gleichung 
erhalten wir, wenn wir (19) verwandeln in 
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l'(^Xdx 4- Yd^ 4 Z8z — T^^\ dm = 0; (23) 

hieraus wird, da dm nicht mit der Verschiebung variiert, 
l'iXdr + Ydy + Zdz + mvdo) dt = 0. 

Wir nehmen an, dafs wir es hier mit einem freien 
oder an gewisse Bedingungen gebundenen, beweglichen 
System zu thun haben und setzen 

^ (X8x + Y3y ^- Z8z) = du; ^ Imv^ = T, (24) 
wo die Summati on auf alle Teilchen für dasselbe Zeit- 
element ausgedehnt wird. T ist dann die lebendige Kraft 
des Systems, während U die Kräftefunktion ist, welche 
die Zeit, die aber während der Variation konstant sein 
mufs, explicit enthalten darf. Existiert keine Kräfte- 
funktion, so benutzen wir SU als eine abgekürzte Bezeich- 
nung. Die Gleichung nimmt dadurch die Form 

d[{U+ T)dt = 0. (25) 

an und drückt das Hamiltonsche Princip aus. 

Wir denken uns hier feste Anfangs- und Endlagen, 
die den Zeiten t^ und ^, welche die Grenzen des Inte- 
grals werden, entsprechen. Diese Grenzen variieren nicht, 
da das Zeitelement (Massenelem^nt des Fadens) nicht 
durch die Variation verändert wird. Um die Bedeutung 
von 5r zu verstehen, hat man zu beachten, dafs 

^ dda 

Hieraus ist ersichtlich, dafs, wenn ein Bogenelement 
AB bei der Variation zu Ä^B^ wird, die variierte Ge- 
schwindigkeit diejenige ist, welche das Teilchen besitzen 
mufs, um A^B^ in derselben Zeit wie^^ zu durchlaufen. 
Die Variation der Geschwindigkeit wird also durch die 
beiden entwickelten Principien auf ganz verschiedene 
Weise bestimmt; wenn bei der Anwendung von Maupertuis' 
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Princip die Naclibarkurve gewählt ist, so ist auch die 
Geschwindigkeit in allen ihren Punkten, und dadurch 
das Integral bestimmt. Bei Hamiltons Princip dagegen 
können die Punkte der variierten Kurve den Punkten 
der ursprünglichen Kurve auf unendlich viele Arten ent- 
sprechen , die wieder verschiedene Bestimmungen der 
variierten Geschwindigkeit mit sich bringen. Die Varia- 
tionen sind nur dadurch beschränkt, dafs sie mit den 
gegebenen Bedingungen übereinstimmen und zu einander 
in endlichen Verhältnissen stehen müssen. 

Eliminiert man mit Hülfe der Bedingungsgleichungen 
möglichst viele Variationen, so dafs die übrigbleibenden 
unabhängig von einander sind, so mufs die Variation des 
Integrals aus einer Summe von diesen Variationien bestehen, 
von denen jede mit einem endlichen Faktor multipliciert 
ist, und diese Faktoren müssen dann jeder für sich Null 
sein. Die dadurch erhaltenen Gleichungen sind die für 
die Lösung des Problem es erforderlichen Differential- 
gleichungen. 

Wir nahmen oben an, dafs die Endpunkte des Fadens 
fest seien ; lassen wir dieselben an der Verschiebung teil- 
nehmen, so müssen die virtuellen Momente der zuge- 
hörigen Spannungen mitberücksichtigt werden ; durch 
Transformation erhalten wir dann 






8\(U+ T)dt = I 



dx ^ , dy ^ . dz ^ 
dt dt ^ dt 



(26) 



wo der Ausdruck auf der rechten Seite die Differenz 
bezeichnet zwischen den Werten der virtuellen Momente 
der Bewegungsgröfsen , welche t und t^ entsprechen. 
Später kommen wir auf diese Gleichung zurück. 

Man wird erkennen, dafs wir durch die angewandte 
Betrachtungsweise ein Princip in die Dynamik eingeführt 
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haben, welches dem Princip der virtuellen Geschwindig- 
keiten analog ist ; man darf nicht glauben, dafs wir dieses 
Princip bereits bei der Aufstellung der Gleichgewichts- 
bedingungen für die verlorenen Kräfte anwandten, denn 
dort benutzen wir in der That das statische Princip; 
das dynamische ist hiervon unabhängig, aber die voll- 
kommene Analogie zwischen den beiden Principien hat 
uns durch die angewandte Transformation in den Stand 
gesetzt, eine besondere Ableitung des Princips zu unter- 
lassen. Seine Bedeutung giebt sich dadurch hinreichend 
zu erkennen, dafs die Principien von Maupertuis und 
Hamilton sich als unmittelbare Folgen des neuen Prin- 
cips ergeben. 



Bedingungsgleicliuii^en. QleioliiLiigen 

von Lagrange. 

49. Im Vorhergehenden haben wir sowohl freie 
Teilchen betrachtet, als auch solche, deren Bewegung 
gewissen Beschränkungen unterworfen war; diese Be- 
schränkungen bestanden darin, dafs die Teilchen unter 
einander oder mit Teilchen aufserhalb des Systems durch 
Stäbe oder Fäden verbunden waren, dafs Flächen sich 
berühren sollten u. s. w. ; ihren Ausdruck fanden diese 
Beschränkungen . durch gewisse Bedingungsgleichungen, 
und in der Statik haben wir als Axiom aufgestellt, dafs 
die Arten der Verbindung gleichgültig sind, wenn nur 
die Bedingungsgleichungen dieselben bleiben. Wir haben 
deshalb bei Entwickelung der allgemeinen Principien uns 
die Bedingungsgleichungen direkt gegeben gedacht, ohne 
uns um die besonderen Verbindungen zu kümmern, von 
denen die verschiedenen Bedingungsgleichungen herrühren 
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können. Wenn wir uns dabei die Bedingungsgleichungen 
als ganz beliebige gedacht haben, so setzten wir eigent- 
lich voraus, dafs sich für ein beliebiges System von Be- 
dingungsgleichungen immer ein entsprechendes System 
von Verbindungen müsse finden lassen können. Im ent- 
gegengesetzten Falle würde die Aufgabe nämlich ohne 
Sinn sein. Eine Bedingungsgleichung , welche gewisse 
Verbindungen ersetzt, ersetzt gewisse Kräfte, denn sie fällt 
fort, sobald die Bedingungen fortgenommen und durch 
gewisse Drucke oder Spannungen ersetzt werden; läfst 
die Gleichung sich dagegen nicht durch Verbindungen 
ersetzen, so kann es auch nichtis geben, was uns zu der 
Annahme zwingt, dafs die Aufstellung der Bedingung so 
auf die Teilchen wirken mufs, als ob gewisse Kräfte an 
ihnen angebracht wären. Wenn wir dies gleichwohl thun, 
indem wir die Bedingungsgleichungen in allen Fällen auf 
dieselbe Weise behandeln, so haben wir dadurch der 
Dynamik in der That eine ideale Erweiterung zuteil- 
werden lassen. 

M. Lagrange hat den Bewegungsgleichungen eine 
Form gegeben, welche die Kräfte erkennen läfst, die durch 
die Bedingungen ersetzt werden. Aus einer Bedingungs- 1 

gleichung X = erhält man 

dL ^ , dL ^ . dL ^ , dL - i 



^^+Ä:r^J/ + ^^^ + ^^^i + '" = 0. 



da: ^ dy ^ ' dz ' dx^ 

Diese und die analogen Gleichungen multipliciert man 
mit den unbestimmten Faktoren X, fi. .. und addiert die 
B^sultate zu der Gleichung (10). Im allgemeinen kann 
jede Bedingungsgleichung dazu dienen, eine Variation 
fortzuschaffen; da wir aber einen unbestimmten Faktor 
für jede Bedingungsgleichung eingeführt haben, so lassen 
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sich alle Variationen als von einander unabhängig be- 
trachten, und die gefundene Gleichung zerföUt dann in 
ebenso viele Gleichungen, als es Variationen giebt. Diese 
Gleichungen erhalten die Form 

_^_4.X4-.i^+;/^...=-0, (27) 

woraus hervorgeht, dafs die Bedingungsgleichung Z/ = 

auf das Teilchen (x, y, z) wirkt wie eine Kraft mit den 

Komponenten 

dL JL ÖL 

0.V oy oz 

Diese Kraft ist normal zu der Fläche gerichtet, an welche 
das Teilchen (x, y, z) nach der Bedingungsgleichung ge- 
bunden ist, wenn die übrigen in der Gleichung enthal- 
tenen Koordinaten für den Augenblick als konstant be- 
trachtet werden. 

31. Lagrange hat die dynamischen Gleichungen auch 
in einer anderen Form dargestellt, bei der er statt der 
rechtwinkligen Koordinaten ein anderes System von un- 
abhängigen Variablen benutzt. Mit Hülfe der Bedingungs- 
gleichungen lassen sich ebensoviele von den Koordinaten 
eliminieren als Gleichungen vorhanden sind ; dadurch 
werden jedoch in der Kegel sehr komplicierte Ausdrücke 
entstehen ; häufig wird man andere Unabhängige so wählen 
können, dafs den Bedingungsgleichungen dadurch identisch 
genügt wird; ist z. B. (.r, y, z) an ein Ellipsoid mit den 
Halbaxen a, ^, c, die auf die Koordinatenaxen fallen, ge- 
bunden, so kann man 

^ =r acos6^; y =--= 6 sin 6? cos ^; z = csin^sin^ 
setzen; dadurch wird der Bedingungsgleichung identisch 
genügt, und die Anzahl der Unabhängigen ist um eine 
vermindert. 
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52. Wir wollen annehmen, wir hätten solche Un- 
abhängige eingeführt, welche alle Bedingungsgleichungen 
(die nach unserer Annahme die Zeit nicht explicit ent- 
halten dürfen) überflüssig machen, und deshalb wirklich 
von einander unabhängig sind; diese seien Ji » ?2 1 • • • 9^; 
dieselben können als ein System von neuen Koordinaten 
betrachtet werden, da sie die Lage des Systems von Teil- 
chen bestimmen; ihre Derivierten nach der Zeit wollen 
wir mit q* ^ g'^ -- - q^ bezeichnen. 

Nun können wir einen allgemeinen Ausdruck für die 
lebendige Kraft des Systems mit Hülfe der neuen Koor- 
dinaten und ihrer Derivierten suchen ; wir haben nämlich 
Gleichungen von der Form 

woraus sich ergiebt: 

aus dieser Gleichung und den analogen für -^ und -7- 

bilden wir durch Quadrieren und Addieren einen Aus- 
druck für das Quadrat der Geschwindigkeit des Teilchens 
(^, y, z); man sieht, dafs der Ausdruck homogen vom 
zweiten Grade mit Bezug auf die Derivierten wird, wäh- 
rend die Koefficienten Funktionen der neuen Koordinaten 
sind; multiplicieren wir mit der halben Masse des Teil- 
chens und addieren wir den gefundenen Ausdruck zu 
den analogen für die übrigen Teilchen, so erhalten wir 
für die gesamte lebendige Kraft einen Ausdruck von 
derselben Form wie der oben genannte. Da der Aus- 
druck homogen vom zweiten Grade in den Derivierten 
ist, so hat man identisch : 

f,9; + ff.9;..- + ~?;=27'. (29) 
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Führt man die neuen Koordinaten in den Ausdruck für 
die Elementararbeit ein, so erhält man einen Ausdruck 
von der Form 

A^dq^+A^dq^ • • • + Aßdqß, (30) 

worin A^j A^ ... Funktionen von q^, 9i^'"9ß s^^^* 
Existiert eine Eräftefunktion, so werden A^, A^ ••• die 
partiellen Differentialquotienten derselben. 
Nun hat man allgemein: 

so dars man mit Hülfe des Princips der lebendigen Kraft 
erhält : 

^d?i + ^. ^?; + --- = A^dq,+A^dq^-^.... (32) 

Dieser Gleichung kann man eine andere Form geben, 
wenn man dq'^ und die analogen fortschafft; man erhält 
nämlich aus der Identität (29): 

^^^^9{ + q[d.^,+...^ 2dT^2{A,dq, + ...). 
woraus durch Subtraktion von (32) folgt, dafs 

^'dP^'i ~ öö"*^*"*"*" "^ -^idgi + A^dgi-j-...', (33) 
es ist aber 



mitbin 

'd. 



•^1 -rfT' ^» "dt 



er 



2 

• • • • , 



^<]\ dT 

' — ^ — Ajdq,+... = 0. (34) 



dt dqi 

Für die Bildung dieser Gleichung haben wir teils 
Identitäten benutzt, welche für alle^ Variationen der darin 
vorkommenden Variablen gelten, teils die Gleichung für 
die Variation der lebendigen Kraft. Da letztere unab- 
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hängig von den Anfangswerten der Koordinaten und 
deren Derivierten gilt, so können wir dq^^ dq^ ... als 
von einander unabhängig betrachten, und daraus folgt, 
dafs jede von diesen Variationen in der gefundenen Glei- 
chung einen Koef&cienten haben mufs, der Null ist; wir 
erhalten also eine neue Form für die Bewegungs- 
gleichungen von Lagrange: 



^.. 



^ dT 


dT 


dt 


dg, 


, 8T 




8T 



dt 8g, =^- (35) 



, 8T 

d- -fTT 

Sg; 8T _ 

~dt W^~ "' 

die Anzahl dieser Gleichungen stimmt mit der Anzahl 
der neuen unabhängig Variablen überein. 

W^ir wollen beispielsweise annehmen, dafs ein Teilchen 
von der Masse 1 an eine Kugel von Radius a gebunden 
sei, und dafs eine Kräftefunktion U existiere. Der Be- 
dingungsgleichung 

oi^+y^ + z^ = a2 

wird identisch genügt durch 

^ =-= acos^; y = asinöcos^; z = asin^sin^; 
hieraus wird abgeleitet: 

woraus 

^=a'ö'; ||^=a2sin«cos/?^'2; 
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a^ Tö a^ sin d cos 

dv 



danach ergeben sich die Differentialgleichungen 

\dt ) " de' 

"" d^V ^dt) dip' 

dies sind die Differentialgleichungen der Bewegung. 



Poissons und Hamiltons Gleicliiingen. 

• 

&3. Poisson hat den Gleichungen von Lagrange 
eine neue Form gegeben, indem er als neue Variable statt 
der Derivierten der neuen Koordinaten gewisse lineare 
Funktionen von diesen einfährt; er setzt nämlich 

dT dT 8T ,^.. 

Da die Gröfsen auf der linken Seite homogene lineare 
Funktionen von j|, q'^ ... sind, so findet man diese durch 
Lösung der Gleichungen als homogene lineare Funktionen 
von Pi^ p> - " Pß^ deren Koefficienten Funktionen von 
9it 92 ' " 9ß sind; dadurch wird der Ausdruch für T 
eine homogene Funktion zweiten Grades von PinP2 •••P^» 
deren Koefficienten Funktionen von q^, q^ "-9fi sind. 

54. Um die neuen Variablen einzuführen, schreiben 
wir die Gleichung (33) in der Form 

r\rp 

andererseits aber erhalten wir, wenn T durch die Grösfen 
p und q ausgedrückt wird, 

8T ^ , (dT\ ^ 

wo die Klammern benutzt sind, um die partiellen Diffe- 
rentialquotienten, die man unter der neuen Form von T 
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erhält, von den früheren zu unterscheiden. Da die beiden 
Ausdrücke für dT identisch sein müssen, so müssen sich 

dp, *!' [dqj dq, ^^'^ 

und die analogen ergeben; die Gleichungen von Lagrange 
verwandeln sich also, wenn wir jetzt, wo keine Mifsver- 
standnisse mehr stattfinden können, die Klammern fort- 
lassen, in 

und die analogen. 
Setzen wir hier 

^. = f|;- T-U= H, (39) 

und beachten wir, dafs U die Gröfsen p nicht enthält, 

so dafs 

BT öH 



ist, so erhalten wir die Hamilton sehe Form der Be- 
wegungsgleichungen : 

dt ~ dq. ' dt dp, ' ^^^^ 

(i= 1,2,3...;^) 

welche die Gröfsen p und q als Funktionen von t und 
2/z willkürlichen Konstanten bestimmen. 

Wenn eine Kräftefunktion U nicht existiert, so hat 

man 7^ — und -^ — nur als abgekürzte Bezeichnungen für 

dq, dp, 

^ A, und 7^ zu betrachten. 

dq, « dp, 

SS. Die Gröfsen p wollen wir etwas näher betrachten ; 

wir haben 

7 
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dx 8x dq^ ^^Sx dq^ 8x dqf 

dt '^ dqldT "^ dq'^dr ^ " ' ^ öqit'di 

dx da , ^^ , 



(41) 



d /Är\« ^dxdx 



dq.^i ' dq,-^.' ' • dq^ 

Es ergiebt sich also 

dq.\dt) ~ ^dt dg. ' 

folglich 

_ör__ /dx8ad^dy^dz^dz\ 

^'~"d^' ~" \dt~8^i^di dq^di eq,)' 

Nun ist 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt, dafs 

l[m^äx + ra%8y + mpz)^2p,Sq, (42) 

Die hierdurch bestimmte Gröfse ist die Summe der 
virtuellen Momente der Bewegungsgröfsen für die durch 
8q^, dq^ ... bestimmte Verschiebung ; deshalb ist es 
natürlich, p. als die Komponente der ganzen Bewegungs- 
gröfse nach q^ zu bezeichnen. 

S€. Hamiltons partielle Diffcirentialgleichungen. Wir 

setzen 

V = \{T+Ü)dt (43) 

und denken uns dieses Integral auf folgende Weise be- 
stimmt: 

Denken wir uns alle unsere Bewegungsgleichungen 
vollständig integriert, so erhalten wir die Koordinaten 
ausgedrückt als Funktionen von t und 2fi willkürlichen 
Konstanten ; T und ü lassen sich also auf dieselbe Weise 
ausdrücken , und die Integration liefert V als Funktion 
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von ^t, Iq und den 2^ Eonstanten. Will man sich eine 
einzelne der durch die gegebenen Differentialgleichungen 
bestimmten Bewegungen denken, so murs man annehmen, 
dafs den Konstanten dieser Bewegung entsprechende, 
durch die Anfangsbedingungen bestimmte Werte beigelegt 
seien. Denkt man sich bei einer solchen Bewegung t^ 
als variierend, so erhält man 

^=.[T+U]; (« = «J. (44) 

Als willkürliche Eonstanten können wir die den 
Zeiten t^ und t^ entsprechenden Eoordinaten wählen. 
V wird dann eine Funktion dieser Gröfsen, sowie von 
^Q und t^. Da t^^ und t^ ganz willkürlich sind, so können 
wir eine derselben, beispielsweise t^, durch t ersetzen. 
Variiert ^, so müssen zugleich die dieser Zeit entspre- 
chenden Eoordinaten gi, 9.2' • • • 9;u ^^ variieren, wie die 
einzelne Bewegung, welche wir betrachten, es mit sich 
bringt; wir haben also 
dV 

_dV dVdq, eV^dq, ,eVdqjt .45^ 

et '^dq^dt '^dq^dt '"'^dq^idt ' ^^ 

Wir haben uns hier V variierend gedacht, indem 
wir für eine einzelne, im übrigen aber beliebige von 
den möglichen Bewegungen t variieren liefsen. Nun 
wollen wir von einer der möglichen Bewegungen zu einer 
anderen übergehen, indem wir die Eoordinaten j^t 9^ • • • 
9pL^ ?i» ?2 • • • ?;££' welche den Zeiten ^o ^^^ * entsprechen, 
ganz beliebig variieren lassen; dadurch erhalten wir 

Diese Variation ist von der Art, wie wir sie in 48 be- 
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trachtet haben ; dort fanden wir für die Variation .einen 
Ausdruck, aus dem sich uns mit Hülfe von (42) ergiebt: 

Da die Variationen der Koordinaten willkürlich sind, 
so folgt aus den beiden Ausdrücken für 8V, dafs 

Mit Hülfe hiervon verwandelt sich nun (45) in 

oder nach (29) in 

dV 

oder in 

1^+^=0. (48) 

dV 
In H mufs man sich hier -^r— statt p. eingesetzt denken. 

dq. 

Die Gleichung ist dann eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung, welche V als Funktion von U Qi " - 9ß 
bestimmt, während tQ und die entsprechenden Koordinaten 
als Eonstanten in ihr vorkommen. Zur näheren Bestim- 
mung der Form, unter der diese in ihr enthalten sind, 
dient Hamiltons zweite Gleichung 

-|{+^«' = 0' (*9) 

die ebenso wie die vorhergehende abgeleitet wird, wenn 
die Grenzen im Integral (43) vertauscht werden. 

Gelingt es die Funktion V zu bestimmen, so hat 
man, wenn die tQ entsprechenden Gröfsen p und q als 
willkürliche Konstanten betrachtet werden, in (47) fi 
Gleichungen erster Ordnung und /i Gleichungen zwischen 
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den Koordinaten mit im ganzen 2/1 willkürlichen Kon- 
stanten. 

Als Beispiel wollen wir die Gleichung 

betrachten, aus der sich ergeben: • 

d*c 

-^ ^ 2at + b; x = af^ + bt + c; 

^ ^ dt' ^'> '^ atl + bto+c; 

r == ^p« ; £7 = 2ax; T+ U ^ {2at + 6)* + 2ac—^ 6«. 
F = i- [{2al + i)» - (2a<o + b)"] + {2ac— 1 6«) (t - 1^). 

Aus der letzten Gleichung schafft man 6 und c fort 
durch die Gleichungen 

*(^ — *o) = ^ — '^0 — a(*^~^o)» 
Dadurch erhält man nach einigen Reduktionen 

Ferner ist 

Ä^ = ^p^ — 2aa!, 



also sind die partiellen Differentialgleichungen: 

dt ^^\ex)-' "^"^^ K'^ A^^J 

denen, wie leicht ersichtlich, genügt wird. Hätte man 
V mit Hülfe dieser Gleichungen bestimmt, so würde (47) 
ergeben : 

diese beiden Gleichungen stimmen, wenn man 

Po = 2a<o +b\ x^ = at^^ + ft^o + ^ 
setzt, mit den oben abgeleiteten Gleichungen überein. 
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Anwendungen. 

1. An den beiden Enden eines Seiles, das über eine 
ßoUe läuft, hängen zwei gleich schwere Personen in 
derselben Höhe über der Erde. Wenn die eine Person 
an dem Seil hinaufklettert, während die andere sich 
ruhig verhält, so gelangen beide dennoch gleich schnell 
nach oben. Auf beide wirken nämlich dieselben Kräfte: 
Gewicht und Spannung des Seiles. Reibung, Gewicht 
des Seiles u. s. w. ist aufser Acht zu lassen. 

2. Ein Jäger erzählte, dafs ein Hirsch, den er im 
Sprunge traf, sich ein paarmal in der Luft überschlagen 
habe, bevor er niederfiel. Diese Geschichte ist offenbar 
ein Produkt der Phantasie des Jägers, denn selbst wenn 
der Hirsch die Erde mit einer kleinen Rotation ver- 
lassen hätte, so hätte doch weder das durch die Kugel 
demselben erteilte Moment, noch ein Zusammenziehen 
seines Körpers, noch der Luftwiderstand das angegebene 
Resultat herbeiführen können. 

3. Wenn zwei ganz gleiche Eier, von denen das 
eine roh, das andere hartgekocht ist, dieselbe schiefe 
Ebene hinunterrollen, so erhält das letztere die geringere 
Geschwindigkeit, weil der Inhalt des rohen Eies nur in 
geringem Grade an der Rotation teilnimmt.^ (Dies beo- 
bachtet man auch leicht, wenn man mit Hülfe zweier 
Finger zwei solche Eier auf einem Tische in Umdrehung 
versetzt; das rohe Ei wird dann viel früher zur Buhe 
kommen als das andere, weil man ihm keine so grol'se 
lebendige Kraft mitteilen kann). Die von der Schwere 
ausgeführte Arbeit wird in lebendige Kraft umgesetzt, 
von dieser aber gebraucht das hartgekochte Ei einen 
bedeutenden Teil zu seiner Rotation. 
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4. Auf einer glatten horizontalen Ebene steht ein 
Körper vt)n der Masse m, der oben von einer glatten 
schiefen Ebene begrenzt ist; an dieser gleitet ein schweres 
Teilchen von der Masse m^ herunter. Eine durch das 
Teilchen gelegte Ebene, welche senkrecht auf der unteren 
Kante der schiefen Ebene steht, enthält den Schwerpunkt 
des Körpers. Bestimme die Bewegung. 

Man benutze das Princip des Schwerpunktes und 
das Princip der lebendigen Kraft. 

5. Ein homogener Kreiscylinder von der Dichtig- 
keit ^, der Höhe h und dem Badius a dreht sich um 
seine Axe mit der Winkelgeschwindigkeit oi. Wie grofs 
ist die Momentensumme der Bewegungsgröfsen mit Bezug 
auf die Axe? 

Ein Element dm mit dem Abstände r von der Axe 
hat eine Bewegungsgrösfe rtodm, deren Moment gleich 
r^cudm ist. Als Masseneleraent können wir eine Cylinder- 
schale von der Dicke dr nehmen; die Masse derselben 
ist 27rphrdr; dann ist die gesuchte Momentensumme 

wo M die Masse des Cylinders bedeutet. 

Man sieht leicht, dafs die Momentensumme mit 
Bezug auf eine zweite durch den Schwerpunkt gelegte 
Axe, die auf der ersten senkrecht steht, gleich Null ist. 



6. Ist in der vorhergehenden Aufgabe w variabel, 
und hat die Axe des Cylinders zugleich eine Transla- 
tion mit der geometrischen Geschwindigkeit v^ welches 
ist dann die statische Summe der wirkenden äufseren 
Kräfte? 
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Da die Momentensumme in der Zeit dt den Zuwachs 
\a^Mdo} erhält, so mufs ein äufseres Kräftepaar 

wirksam sein, dessen Axe der des Cylinders parallel ist. 
Zugleich mufs eine Einzelkraft im Schwerpunkt angreifen, 
die der Gröfse und Richtung nach durch 

dv 



""dt 



bestimmt wird. 



7. Ein homogener Stab von der Länge 21 und der 
Masse M bewegt sich in willkürlicher Weise in einer 
Ebene; man bestimme die statische Summe der äufseren 
Kräfte. 

Zur Zeit t möge die Winkelgeschwindigkeit oj sein, 
während die geometrische Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes V ist. Die gesuchte Summe besteht dann aus 
einem Kräftepaar: 

i nju— 
^^^dt ' 

dessen Axe senkrecht anif der Ebene steht, und einer 

Einzelkraft, welche im Schwerpunkt angreift und der 

Gröfse und Eichtung nach bestimmt wird durch 

dv 



M 



dt ' 



8. In den beiden vorhergehenden Aufgaben soll die 
lebendige Kraft für die Zeit t, und der Zuwachs derselben 
im Zeitelemente bestimmt werden , ebenso die im Zeit- 
elemente von den gefundenen äufseren Kräften ausge- 
führte Arbeit. 

9. Beweise, dafs die von einem Kräftepaar, welches 
auf einen Körper wirkt, im Zeitelement ausgeführte 
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Arbeit ist gleich 

Ol Q cos a.dt^ 

wenn Q das Moment des Kräftepaares, ca die Winkel- 
geschwindigkeit und a den Winkel bedeutet, welchen die 
Aie des Eräftepaares mit der augenblicklichen Rotations- 
axe bildet. 

Bei einer Translation führt das Kräftepaar keine 
Arbeit aus. Um die durch die Rotation ausgeführte 
Arbeit zu bestimmen, verlege man das Kräftepaar mit 
dem einen Endpunkt des Arms an die augenblichliche 
Axe und drehe dasselbe darauf in seiner Ebene, bis der 
Arm senkrecht auf der augenblicklichen Axe steht. 

10. Ein Körper rotiert um eine feste Axe mit 
der Winkelgeschwindigkeit 0;. Bestimme das Verhältnis 
zwischen der Momentensumme der Bewegungsgröfsen mit 
Bezug auf die feste Axe und der lebendigen Kraft des 
Körpers. 

11. Um den in Aufgabe 5 genannten Cylinder ro- 
tiert eine Cylinderschale von derselben Höhe und Dich- 
tigkeit; der innere Radius ist a, der äufsere 2a und die 
Winkelgeschwindigkeit' 2(0. Wenn beide Teile plötzlich 
zu einem Cylinder vereinigt werden, mit welcher Winkel- 
geschwindigkeit setzt dieser dann seine Bewegung fort? 

Vor der Verbindung betrug die Momentensumme 
mit Bezug auf die Axe 



a2 



Mü) + löa^Mo) ; 



2 

da diese Momentensumme nicht durch innere Kräfte ver- 
ändert werden kann, so erhält man 



2 



31 2^f (2a) .w 

wo (Ox die gesuchte Winkelgeschwindigkeit ist. 
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12. Ein homogener Cylinder wie der obengenannte 
ist in unendlich dünne koncentrische Schalen geteilt; 
dieselben rotieren mit Winkelgeschwindigkeiten, die der 
vierten Potenz ihrer Eadien proportional sind. Die äus- 
serste Schale hat die Winkelgeschwindigkeit ö>. Mit 
welcher Winkelgeschwindigkeit setzt sich die Bewegung 
fort, wenn alle Schalen plötzlich mit einander verbunden 
werden, und wie grofs ist die lebendige Kraft des ganzen 
Systems vor und nach der Verbindung? 

13. Ein homogener Stab von der Länge 21 und der 
Masse M rotiert in einer Ebene um seinen Mittelpunkt 
mit der Winkelgeschwindigkeit ö>; durch einen Stofs 
wird demselben eine Bewegungsgröfse Mloj mitgeteilt, 
welche in der Rotationsebene liegt, senkrecht zum Stabe 
gerichtet ist und an demselben in einem Punkte angreift, 
der mitten zwischen dem Mittelpunkt und dem einen 
Endpunkt des Stabes liegt. Bestimme die Bewegung 
des Stabes. 

Verlegt man die Stofskraft an den Schwerpunkt, so 
ergiebt sich, dafs dieser eine Geschwindigkeit Uo in der 
Richtung der Stofskraft erhält. Das durch die Verlegung 
hinzugekommene Kräftepaar hat das Moment {l^Mw. 
Die Momentensumme nach dem Stofse wird deshalb 
(Aufg. 7) entweder ^l^Mm oder — \l^Ma), je nachdem 
der Stofs im Sinne der vorhandenen Bewegung oder ihr 
entgegen wirkt. Die Winkelgeschwindigkeit wird deshalb 
\a} oder — Jö>. 

14. Eine schwere homogene Linie von der Länge 
21 und dem Gewicht mg stützt sich mit ihren End- 
punkten an eine horizontale und eine senkrechte Gerade. 
Dieselbe beginnt ohne Eeibungswiderstand zu gleiten, 
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als sie mit der senkrechten Geraden einen Winkel Vq 
bildet. Bestimme die Bewegung. 

Wenn der Winkel mit der Senkrechten v beträgt, so 
ist die von der Schwere ausgeführte Arbeit 

mgl (cos Vq — cos t?). 

Nimmt man die beiden Geraden zu Axen, so werden 

die Koordinaten des Schwerpunktes Isinv und Zcosi?, die 

dv 
Geschwindigkeit desselben also l -jt^ so dafs der eine 

/dv\^ 
Teil der lebendigen Kraft i^'^l^i) beträgt. Der von 

der Rotation um den Schwerpunkt herrührende Teil der 

(dv\^ 
-j-j , so dafs das Princip 

der lebendigen Kraft ergiebt: 

U) = 27 ('^'"^ -'''")' 
hieraus geht hervor, dafs die Bewegung eine Pendel- 
bewegung ist. 

Um die Drucke zu finden, suchen wir die verlorenen 
Kräfte nach den Axen. Bedeutet X die Beaktion der 
senkrechten Geraden, so erhalten wir 

^ y^d^x j d^.Zsinv 

^= 2^dm = m— ^^^ 

Aus der Bewegungsgleichung ergiebt sich indessen 

d^v 3ör . 

so dafs 

X ^=^ ^mg sin t? (3 cos t? — 2 cos Vq). 
Man sieht . hieraus , dafs der Stab die senkrechte 
Gerade, wenn sein oberer Endpunkt nicht an dieselbe 
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gebunden ist, verlärst, sobald cosv == f cosi^o, und die 
Fortsetzung der Bewegung wird dann durch andere For- 
meln bestimmt. Für die Reaktion der horizontalen Gera- 
den erhält man 

F = \7ng{l — 6 cos Vq cos t? -|- 9 cos^r). 

Wenn der obere Endpunkt des Stabes die senkrechte 
Gerade verläCst, so sind bei der folgenden Bewegung 
keine horizontalen Kräfte wirksam; die Geschwindigkeit 
des Schwerpunktes nach der a?-Axe wird also konstant, 
nämlich 



was sich ergiebt, wenn man in den Ausdruck für 
-jT = ~~Jf — f^^ ^^^ ^ ^^^ Wert I cos Vq einsetzt. 

In dem Augenblick, wo der Stab die senkrechte 
Gerade verläfst, hat er eine lebendige Kraft 

JmZ2.^(cost;o — f c08t7o) = ^mgl cos Vq. 

Wenn der Winkel mit der senkrechten Geraden v 
geworden ist, so ist die lebendige Kraft gleich 

Der Zuwachs beträgt also 

^ wZM — j (1+3 sin^t?) + ^mgl cos Vq (cos^üq — 3) , 

während die von der Schwere ausgeführte Arbeit gleich ist 

mgt (I cos Vq — cos v) ; 

die Differentialgleichung der Bewegung wird also 

/dv\^ 

x'di) (l + 3 8iö2i;) + 6^cosv = 6^cost?o — l^cos^üo, 

eine Gleichung, die sich nicht unter endlicher Form 
integrieren läfst. Sie zeigt, das der Stab für t? = -^ die 
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^-Axe mit einer Winkelgeschwindigkeit erreicht, deren 
Quadrat gleich ist 

-^(f cost?o— Jcos»üo). 

Der Druck auf die ^-Axe wird bestimmt durch 

d^ . Z cos t? 



y SS mg -f m 



dt'' 



= n.^~m/(^sint;^+cos«(^j j; 

aus dieser Gleichung lassen sich die Differentialquotienten 
mit Hülfe der Differentialgleichung fortschaffen. 

15. Ein homogener Stab von der Länge und Masse 
21 ist mit Hülfe von zwei dünnen Fäden horizontal auf- 
gehängt; die beiden Fäden sind an den Endpunkten des 
Stabes befestigt und gehen von demselben festen Punkte 
aus, so dafs das ganze System ein gleichseitiges Dreieck 
bildet. Wie grofs ist die Spannung in dem einen Faden 
in dem Augenblick, wo der andere Faden durchschnitten 
wird? 

Der feste Punkt möge der Anfangspunkt sein, wäh- 
rend die Ä-Axe dem Stabe parallel ist, die y-Axe positiv 
nach oben gerechnet wird; v und seien die Winkel, 
welche der nicht durchschnittene Faden und der Stab 
mit der ^-Axe kurze Zeit nach dem Durchschneiden des 
anderen Fadens bilden; T sei die Spannung und (x,y) 
der Mittelpunkt des Stabes; dann ist 

y == — Z(2 sin ü + sin ö) ; o? = — / (2 cos t? — cos d) , 
mithin 

^-| = Z(2sm.(^j ~2cos.^ + sinö(^j -cosO^j. 

d^x ,/^ idvV . ^ , dH ./dßV . .d^0\ 



de- 
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Setzt man diese Ausdrücke ein in die Bewegongsglei* 
chungen 

21^ = Tcosv; 21^ == r8int>-2^; 

r?sin(t> + (?) = |P^, 
und beachtet man, dafs bei Beginn der Bewegung 

war, so findet man nach Elimination von -j-^ und -^ , 
dafs 

T 21/3 „, 

16. Zwei schwere Teilchen mit den Massen m und m^ 
bewegen sich in einer vertikalen Ebene, jede auf einer 
besonderen Geraden; diese beiden Geraden bilden mit 
der Horizontalen die Winkel a und ^i ; an ihrem Durch- 
schnittspunkt befindet sich eine kleine Bolle; über diese 
läuft ein Faden von der Länge U der die beiden Teilchen 
verbindet. Bestimme die Bewegung. 

Es seien a und a^ die Längen der beiden Faden- 
stücke, so dafs 

Durch eine kleine Bewegung, welche den gegebenen Be- 
dingungen nicht widerstreitet, erfahren x und Xy^ die 
Zunahmen 8x und 8x^. Da die Fadenlänge nicht ver- 
ändert wird, so fallt das virtuelle Moment der Spannung 
fort, und d'Alemberts Princip ergiebt: 

w^ — m^fsinaj dx-\- [m^ -^-—m^g^WLaA Sx^ = 0; 

da 8x + dx^ =0, so folgt hieraus 

d'^ X d X 

w^ — 7»!-^ = mg sin a — m^g sin a^. 
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wo die Integration leicht zu bewerkstelligen ist. Die 
Konstanten sind beispielsweise bestimmt, sobald man die 
Lage der Teilchen und die Geschwindigkeit des einen 
für ^ = kennt. Natürlich wird vorausgesetzt, dafs der 
Faden während der ganzen Bewegung gespannt bleibt. 

17. Ein Kreis erweitert sich in der Weise, dafs 
sein Radius proportional der Zeit wächst. Bestimme die 
Bewegung eines an den Kreis gebundenen Teilchens, auf 
das keine äufseren Kräfte wirken. 

Man hat 
x^ + 3/^ = aH^ , woraus xdx + ydy ==» ; 
dadurch verwandelt sich die Gleichung 

hierdurch wird ausgedrückt, dafs das Princip der Flächen 
gültig ist, was auch unmittelbar einleuchtet, da die ein- 
zige wirkende Kraft, der Druck des Kreises auf das 
Teilchen, durch den Kreismittelpunkt geht. 

Durch Anwendung von Polarkoordinaten würde man 
erhalten haben: 

r = at; Rdr + FrdO -= 0, 
wo R und F die Komponenten der Beschleunigung nach 
Radiusvektor und senkrecht dazu sind; diese sind (Kine- 
matik, S. 42, Aufg.26) 

dV /dj\\ p._ld/ de\ 
^~dC' "^['ätj ' ^ ~ r dty dt)' 

Nun giebt die erste Gleichung ^r = , und dadurch 

verwandelt sich die zweite in F == oder in 

wo b die <o entsprechende Geschwindigkeit senkrecht 
zum Radius ist; diese Komponente kann beliebig sein, 
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während die nach dem Radiusvektor nur a sein kann, 
da sie durch die Erweiterung des Kreises bestimmt ist. 
Nun erhält man 

^ = ^- ^ = — ^ + c = — ^H-c. 
dt at^ ' at r ' 

Das Teilchen beschreibt also eine hyperbolische Spirale. 

18. Eine Kreisperipherie dreht sich in ihrer Ebene 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um einen ihrer 
Punkte. Bestimme die Bewegung eines an die Peripherie 
gebundenen Teilchens, welches di^ Bewegung ohne Ge- 
schwindigkeit in dem Punkte beginnt, welcher dem festen 
Punkte diametral entgegengesetzt ist. 

19. Zwei Teilchen A und B mit den Massen m 
und m^ bewegen sich, indem sie sich nach dem New- 
tonschen Gesetze anziehen. Man bestimme die Bewe- 
gung. 

Der Schwerpunkt bewegt sich mit konstanter 
Geschwindigkeit, welche (nach Gröfse und Kichtung) 
durch die Geschwindigkeiten der Teilchen in einem will- 
kürlich gewählten Augenblich bestimmt wird. Wenn wir 
die relative Bewegung mit Bezug auf den Schwerpunkt be- 
trachten, so können wir diesen Punkt als fest annehmen. 

Auf die Masse m wirkt die Kraft ^, ^^ , die gegen 
gerichtet ist; nun ist 

dadurch erhält man für die beschleunigende Kraft 

fim^^ 1 



die Bewegung ist also identisch mit derjenigen, welche 
wir bei der Planetenbewegung untersucht haben; die 
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beiden Teilchen beschreiben perspektivisch-ähnliche Kegel- 
schnitte mit als gemeinschaftlichem Brennpankt. 

20. Eine Person springt von dem einen Ende eines 
Brettes nach dem anderen. Das Brett, welches dasselbe 
Gewicht hat wie die Person, liegt auf einem glatten 
Fufsboden. Welches ist der kleinste Wert, den die An- 
fangsgeschwindigkeit haben kann? 

Person und Brett erhalten nach dem Princip des 
Schwerpunktes gleich grofse und entgegengesetzte Ge- 
schwindigkeitskomponenten. Die wirkliche Länge des 
Sprunges ist deshalb gleich der halben Länge des Brettes. 
Ist diese gleich U und bildet die Anfangsgeschwindigkeit 
a den Winkel a mit der Horizontalen, so hat man nach 
dem bei der Wurfbewegung für die Wurfweite gefundenen 

Ausdruck : 

a* sin 2a = gl\ 

hieraus geht hervor, dafs man haben mufs: 

a = -j; a = Vgl. 

21. Eine homogene rauhe Stange stützt sich an 
eine glatte horizontale und eine glatte vertikale Ebene, 
und ist senkrecht zur Durchschnittslinie der beiden 
Ebenen gerichtet. Ein Affe klettert an der Stange hin- 
unter und verhindert sie dadurch am Gleiten. Man be- 
stimme die Geschwindigkeit des Affen. 

Ist a der Winkel, welchen die Stange mit der hori- 
zontalen Ebene bildet, m die Masse und ^sina + f^ (^^^ 
erste Teil rührt von der Schwere her) die Beschleunigung 
des Affen, so wirkt dieser auf die Stange mit einem 
normalen Druck mgQO%a und einer längs der Stange 
gerichteten Kraft nup. Fügt man diese Kräfte zu den 
übrigen hinzu, welche auf die Stange wirken, so soll die 

8 
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Stange im Gleichgewicht sein; dadurch bestimmt man 
ip und daraus v. 

22. Eine Person läuft ein Brett hinunter, welches 
auf einer glatten schiefen Ebene von der Neigung a 
liegt. Man bestimme die Bewegung, wenn das Ver- 
hältnis der Massen gleich / gegeben ist und Person und 
Brett gleichzeitig ohne Geschwindigkeit sind. 

23. Ein homogener schwerer Cylinder rollt ohne 
zu gleiten eine schiefe Ebene hinunter. Bestimme die 
Bewegung. 

24. Ein anderer Cylinder rollt dieselbe schiefe Ebene 
hinunter ; er hat dieselben Dimensionen und dieselbe 
Dichtigkeit wie der obengenannte, besteht aber aus einer 
dünnen Schale, die mit Flüssigkeit gefüllt ist. Es wird 
vorausgesetzt, das diese Flüssigkeit nicht rotiert während 
der Cylinder hinunterrollt. Bestimme das Verhältnis 
zwischen den Zeiten, welche die beiden Cylinder gebrau- 
chen, um dieselbe Länge der schiefen Ebene zu durch- 
laufen. Beide Cylinder beginnen die Bewegung ohne 
Anfangsgeschwindigkeit. 

25. Ein schwerer homogener Kreiscylinder von der 
Masse m und dem Radius a rollt ohne zu gleiten eine 
schiefe Ebene hinunter, die sich mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit um eine horizontale Gerade dreht. Bei 
Beginn der Bewegung war die Ebene horizontal und der 
Cylinder, der sich in Ruhe befand, berührte sie längs 
der Linie, um welche sie rotiert. Bestimme die Bewe- 
gung. 

Wir betrachten einen Schnitt, der durch den Schwer- 
punkt senkrecht zur Rotationsaxe gelegt ist, nehmen den 
Schnittpunkt mit dieser zum Anfangspunkt, die a?-Axe 
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horizontal, die ^-Aie senkrecht und rechnen sie positiv 
nach unten. 

Auf den Cylinder wirken drei Kräfte, nämlich das 
Gewicht mg in seinem Schwerpunkt (^i, yj, die normale 
Beaktion P der Fläche und der Keibungs widerstand F, 
der das Gleiten des Cylinders verhindert, und in jedem 
Augenblick die dazu erforderliche Gröfse besitzt. Von 
der rollenden Beibung wird abgesehen. 

Ist (üt der von der Ebene durchlaufene Winkel, so 
erhalten wir, wenn wir nach den x\xen zerlegen, 

m-j-^ = — FcoSft>^ -^ Psinft>f, 
ar 

m— ^ = mg — FÄVLCDt — F cos cot 

Die Botation um die Axe des Cylinders wird bestimmt 
durch (vergl. Anwendung 6, S. 103) 

Der Winkel, um den der Cylinder sich gedreht hat, 
ist die Summe von zwei Winkeln, nämlich von dem, um 
welchen er sich in Bezug auf die Ebene gedreht hat, 
und von dem Winkel wt, um welchen die Ebene sich 
gedreht hat. Da die zweite Derivierte des letzteren Null 
ist, so können wir unter ^ den ersteren verstehen, so 
das a^ die Entfernung zwischen Anfangspunkt und Be- 
rütfrungspunkt ist. 

Eliminieren wir nun F und P, so erhalten wir 

Nun ist 

x-^ = a(p cos wt -{- a sin cdU 

y^ == a^ sin ölt — aC0Sö>i. 

8^ 
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Setzt man diese Werte ein, so verwandelt sich die vor- 
hergehende Gleichung in die folgende: 

die linear ist mit konstanten Koefficienten. Integriert 
man, so erhält man*, da für ^ = zugleich ^ = und 

diese Gleichung gilt nur solange, bis F das Zeichen 
wechselt; in diesem Moment verläfst der Cylinder die 
Ebene und bewegt sich mit der erlangten Winkelgeschwin- 
digkeit weiter, indem sein Schwerpunkt den Gesetzen der 
Wurfbewegung folgt. 

Bei dieser Aufgabe kann man das Princip der leben- 
digen Kraft nicht anwenden , weil die Gleichung der 
Ebene die Zeit explicit enthält. Dagegen kann man 
d'Alemberts Princip anwenden und dadurch direkt zu 
der Bewegungsgleichung gelangen ohne F und F einzu- 
fuhren. 

Um dies zu erreichen, betrachten wir die Ebene als 
fest (geben t einen willkürlichen konstanten Wert). Die 
virtuelle Bewegung, die mit den gegebenen Bedingungen 
vereinbar ist, besteht in einer kleinen Bollung auf der 
Ebene. Dadurch ist das virtuelle Moment von F gleich 
Null, aber auch das virtuelle Moment von F ist Nlill, 
weil der Beibungswiderstand nicht überwunden wird. 
(Die Bewegung des Angriffspunktes ist unendlich klein 
von zweiter Ordnung.) 

Nun suchen wir die verlorenen Kräfte. Von äufseren 
Kräften hat man nur die Kraft mg, die im Schwerpunkt 
angreift und das virtuelle Moment mga sin fotda hat, wo 
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da den unendlich kleinen Winkel bedeutet, um den der 
Cylinder bei der virtuellen Bewegung gedreht ist. 

Die Effektivkräfte , d. h. die statische Summe der 
Zunahmen der Bewegungsgrörsen , sind, bezogen auf die 
Zeiteinheit (man vergi. Anwend. 6, S. 103), 

mit dem virtuellen Moment 

(d^x d^y \ 

m -^ cos mt-^- m —^ sin ä/H a8a^ 

und das Kräftepaar mit dem Moment 

o« dH 
2"^ di''' 

dessen virtuelles Moment bei der kleinen Drehung (man 

vergleiche Anwend. 9, S. 104) durch Multiplikation mit 

da gefunden wird. Nun ergiebt d'Alemberts Princip 

( ^"77^2 ^^^ (üt-f-m —^ sin öiH a -)- ^ m -r-^ =« mga sin 01^, 

eine Gleichung, die mit der früher gefundenen überein- 
stimmt. 

26. Auf einer glatten horizontalen Unterlage steht 
ein Körper, durchbohrt von einem dünnen kreisförmigen 
Kanal, der in einer vertikalen, durch den Schwerpunkt 
des Körpers gehenden Ebene liegt. Im Kanäle schwingt 
ein schweres Teilchen ohne Beibung. Bei Beginn der 
Bewegung befindet das Teilchen sich in gleicher Höhe 
mit dem Mittelpunkt des Kreises und liegt genau im 
Schwerpunkt des Körpers. Das Teilchen und der Körper 
haben gleich grofse Massen und der Badius des Kreises 
ist a; bestimme die Bewegung. 

27. Eine homogene kreisförmige Scheibe liegt hori- 
zontal und kann sich ohne Beibung um eine vertikale 
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durch den Mittelpunkt gehende Axe drehen. Der Radius 
der Scheibe ist 13 m lang , und 1 qm derselben wiegt 
15 kg. Eine Person, welche 80 kg wiegt, geht auf dem 
umfang der Scheibe hej-um. Wo befindet sie sich auf 
der Scheibe, wenn sie an ihre ursprüngliche Stelle im 
Kaum zurückgekehrt ist? 

28. Die obengenannte Scheibe rotiert, während die 
Person sich an det Peripherie befindet, mit einer solchen 
Winkelgeschwindigkeit, dafs sie eine Unidrehung in 100 
Sekunden macht. Die Person geht von der Peripherie 
längs eines Radius auf den Mittelpunkt zu; ihre Ge- 
schwindigkeit, auf dem Radius gemessen, beträgt 1 m in 
2 Sekunden. Man bestimme die Winkelgeschwindigkeit 
der Scheibe. 

29. Zwei homogene Kreiscylinder mit den Massen 
M und ikfi, den Radien r und r^ und von gleicher Höhe 
rotieren um feste parallele Axen mit den Winkelgeschwin- 
digkeiten CD und (üy^ und entgegengesetzten Umlaufsrich- 
tungen. Sie werden zu einer Berührung längs einer 
Seitenlinie gebracht, und der Reibungswiderstand ist dann 
grofs genug, um jedes Gleiten zu verhindern. Mit wel- 
chen Winkelgeschwindigkeiten wird die Bewegung fort- 
gesetzt ? 

Bedeutet F die tangential wirkende Stofskraft, to* 
und ü}[ die Winkelgeschwindigkeiten nach dem Stofse, 
so erhält man 

-Mi^'-^w) = rF; ^M^(a)^—a}[) ~= r^F; 

Später werden wir sehen, wie dieselbe Aufgabe mit- 
tels d'Alemberts Princip gelöst wird. 
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30. Eine schwere homogene Kette bangt über einer 
Rolle mit den Enden in ungleicher Höhe; bestimme die 
Bewegung. Von Masse und Beibung der Bolle ist ab- 
zusehen. 

31. Ein Teilchen ist an eine logarithmische Spirale 
gebunden, die in ihrer Ebene um ihren Pol mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit rotiert. Bei Beginn der Bewegung 
ist die Geschwindigkeit des Teilchens identisch mit der 
Geschwindigkeit desjenigen Punktes der Spirale, in wel- 
chem das Teilchen sich befindet. Man bestimme die 
Bahn des Teilchens. 

32. Ein Bing von der Masse m und dem Badius 
a liegt in einer vertikalen Ebene und dreht sich in dieser 
um seinen festen Mittelpunkt, weil eine Maus von der 
Masse m^ an demselben hinaufläuft. Bestimme die Be- 
wegung des Binges, wenn die Maus beständig an der- 
selben Stelle des Baumes verbleibt. 

T und N seien die tangentiale und normale Kom- 
ponente der Kraft, mit welcher die Maus auf den Bing 
einwirkt. Dann erhält man, wenn man die Momente mit 
Bezug auf den Mittelpunkt nimmt, 

mar ~=- = la; 
dt 

da die Maus im Gleichgewicht ist, so hat man 

T == m^g sin «, 

wo a den Winkel zwischen dem senkrechten Badius und 

demjenigen bedeutet, an dessen Endpunkt die Maus sich 

befindet. Man erhält also 

-rr =- — i^sina, 
dt ma 

woraus sich ergiebt, dafs die Botation mit gleichmäfsig 

wachsender Geschwindigkeit vor sich geht. 
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Man hätte, auch. 

ma^dw 
als Zuwachs der ganzen Momentensumme nehmen können; 
die äufsere wirkende Kraft m^g hat das Moment 

m j ^ . a sin a ; 

man gelangt also zu derselben Gleichung. Durch Inte- 
gration erhält man 

^-ma*(ö>2 — ö>2) == mj a^r sin a(^—6?o), 

woraus hervorgeht, dafs die von der Maus ausgeführte 
Arbeit dieselbe ist, wie wenn sie eine schiefe Ebene von 
der Neigung a eine Strecke hinaufgelaufen wäre, die dem 
von ihr wirklich durchlaufenen Bogenstück gleich ist. 

33. Bestimme die Winkelgeschwindigkeit des Binges, 
wenn die Verhältnisse dieselben sind wie in der vorher- 
gehenden Aufgabe, die absolute Winkelgeschwindigkeit 
der Maus um den Mittelpunkt aber (Oi ist. 

34. Zwei gleiche homogene Cylinder berühren sich 
längs einer Seitenlinie und rotieren mit gleich grofsen 
und entgegengesetzt gerichteten Winkelgeschwindigkeiten 
um ihre festen Axen. Plötzlich wird die Verbindung 
längs der Seitenlinie fest, während gleichzeitig die Axen 
frei werden. Wie wird die Bewegung fortgesetzt? Von 
welcher Art ist die auftretende Stofskraft? 

35. Ein homogener Stab von der Länge 21 rotiert 
in einer Ebene um seinen Mittelpunkt mit der Anfaugs- 
geschwindgkeit (üq. Von äusferen Kräften ist nur der 
Widerstand des Mittels wirksam : dieser ist dem Quadrate 
der Geschwindigkeit des angegriffenen Elements propor- 
tional und beträgt fi für die Geschwindigkeit 1, bezogen 
auf die Längeneinheit. Bestimme die Bewegung. 
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Da das System eine feste Axe bat, so brauchen wir 
nur die Momente der verlorenen Kräfte mit Bezug auf 
diese zu betrachten. Für die Momentensumme der Effek- 
tivkräfte erhält man, wenn od die Winkelgeschwindigkeit 
und k die Masse der Längeneinheit bedeutet, 






dt 3 dt 



Für das Moment des Widerstandes erhält man 
die Bewegungsgleichung wird also: 



d(ü 3ul » 



dt 4k 

und hieraus ergiebt sich: 

-L — i_ = ^ t 

36. Wenn die Verhältnisse dieselben bleiben wie in 
der vorhergehenden Aufgabe, die Axe aber den Stab 
nach dem Verhältnis 1 : 2 teilt , welchen Druck erfahrt 
dann die Axe während der Bewegung? 

37. Berechne [vds für die Wurfbewegung, wenn 

die Anfangsgeschwindigkeit a den Winkel -j- + « mit 

der Horizontalen bildet und das Integral bis auf den 
Funkt ausgedehnt wird, in welchem das Teilchen dieselbe 
horizontale Gerade, von der aus es geworfen wurde, 
wieder erreicht. 
Man hat 
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[vds = \v^dt = [(a^—2agts\n(j-\-a\+g^tAdt, 

2a sin (t + ^) 

wo die Grenzen und sind. 

9 

Vertauscht man a mit — a, so bleibt der Endpunkt 

der Bahn derselbe, und der Unterschied zwischen den 

beiden Integralen wird 

-i^ — a^ sm'* a, 
^9 

ein Ausdruck, der, wenn a unendlich klein ist, unendlich 
klein von dritter Ordnung wird. 
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FÜNFTES KAPITEL. 



Das Trägheitsmoment. 

57. Unter dem Trägheitsmoment eines Körpers in 
Bezug auf eine Gerade oder Axe versteht man die Summe 
der Produkte aller Massenteile mit dem Quadrate ihres 
Abstandes von der Geraden; man hat also, wenn r den 
Abstand und 1 das Trägheitsmoment bedeutet, 

wo die Integration auf alle Massenteilchen des Körpers 

auszudehnen ist. Bedeutet M die ganze Masse, und 

setzt man 

1 = MW, 

so wird k eine Strecke, welche der Trägheitshalb- 
messer heifst. Wenn man von den Trägheitsmomenten 
von Flächen oder Linien spricht, so mufs das in ähnli- 
cher Weise wie bei den Schwerpunkten aufgefafst werden. 

Da wir das Trägheitsmoment im Folgenden oft be- 
nutzen werden, so wollen wir es hier genauer untersuchen, 
und namentlich feststellen, wie es sich für denselben 
Körper je nach Lage der Axe ändert. 

Nehmen wir die Axe zur 2-Axe, so haben wir 

I^\(aP^Jry')dm. (1) 

Denken wir uns die ^-Axe durch den Schwerpunkt 
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gelegt, und ist dessen Abstand von der gegebenen Axe 

a, so erhalten wir, wenn wir 

a? = ^j + a 
setzen : 

i= ^{a^^ + y^) dm + 2a^a!idm + a^ M. 

Hierin bezeichnet das erste Integral das Trägheitsmoment 
in Bezug auf eine Axe, die parallel zu der gegebenen 
durch den Schwerpunkt gelegt ist; bezeichnen wir das- 
selbe mit Mk^ und beachten wir, das das zweite Integral 
wegen einer bekannten Eigenschaft des Schwerpunktes 
gleich Null ist, so erhalten wir 

I = M{k^+a^), (2) 

oder in Worten: 

Das Trägheitsmoment in Bezug auf eine 
beliebige Axe findet man aus dem Trägheits- 
moment in Bezug auf. eine zu dieser parallele, 
durch den Schwerpunkt gehende Axe, indem 
man in dem Ausdruck für das letztere k^ durch 
k^-ha^ ersetzt, worin a den Abstand der Axe 
vom Schwerpunkt bedeutet. 

Für alle Erzeugenden eines geraden Kreiscylinders, 
dessen Axe den Schwerpunkt enthält, ist das Trägheits- 
moment also von derselben Gröfse. 

58. Nachdem wir also gesehen haben, wie das Träg- 
heitsmoment sich bei einer Parallelverschiebung der Axe 
ändert, wollen wir nun den Zusammenhang untersuchen 
zwischen Trägheitsmomenten in Bezug auf Axen, die 
durch denselben Funkt gehen. Dieser Funkt sei der 
Anfangspunkt, und eine durch denselben gelegte Axe 
möge mit den Koordinatenaxen die Winkel «, ß und y 
bilden. Hat das Massenelement die Koordinaten ^, y, z^ 
so ergiebt sich: 



(3) 
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r« = or« -1- y2 -|- ^2 — (j. coQa + j/COSß + z COS y)^ 

= {y^+ X«) cos« a + (z^+ a^) cos« ß + (.u« + y«) cos« ;- 
— 2^2: cos/9 cos;' — 2«« COS;* cosa — 2ay cosa cos/9. 

Integriert man nun, nachdem man mit dm multi- 
pliciert hat, und setzt man 

^{y^JLz^)dm = A; 5(«2 + .r«)dm = 5; \{a:^+y^)dm -^ C; 

{t/zdm = D; izadm = E; {aydm =^ F,*) 

so erhält man: 

/ = -4 cos« a + 5 cos« ß + Ccos« ;- 

— 2JD cosyS COS;- — 2 JE? cos ;- cos« — 2Fcosa cos^, (4) 

YfO A, B und C die Trägheitsmomente in Bezug auf 
die X", y- und z-Axe bedeuten. 

Das gefundene Resultat nimmt eine besonders ele- 
gante Form an, wenn man auf jeder durch den gegebenen 
Funkt gehenden Geraden ein Stück abträgt, welches der 
Quadratwurzel aus dem entsprechenden Trägheitsmoment 
umgekehrt proportional ist. Ist (x^y^z) der dadurch^ 
bestimmte Punkt, so hat man: 

cosa = x]/I\ cos^ = yl/7; cos;-.« z]/l^ (5) 

so dafs der geometrische Ort des Punktes die Gleichung 

Ax'^'\-By'^+Cz^—2Dyz-'2Ezx — 2Fxy = 1 

erhält; diese Gleichung gehört einem EUipsoid an, wel- 
ches von Poinsot das zum Punkte gehörende Gentral- 
ellipsoid genannt worden ist, während die Axen des- 
selben die zum Punkte gehörenden Hauptaxen der 
Trägheit heifsen. Wählt man diese zu Koordinaten- 
axen, so nimmt die Gleichung des Ellipsoids (da das 



*) Eankine hat die letzton drei Integrale Deviationsmomente 
genannt 
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EUipsoid unabhängig von der Lage des Koordinatensystems 

ist) die Form 

Ax' + ßf J^Cz^ = l (6) 

an, und wir wollen deshalb im Folgenden unter A, B 

und C die Trägheitsmomente in Bezug auf die Haupt- 

axen verstehen. Sind diese die Koordinatenaxen, so hat 

man: 

{yzdm = 0; {zxdm = 0; \arydm = 0, (7) 

während auf ähnliche Weise die Form der Gleichung 
zeigt, dafs zwei von diesen Gleichungen gelten, wenn eine 
von den Hauptaxen mit einer von den Koordinatenaxen 
zuzammenfallt, so dafs man, wenn die /r-Axe beispielsweise 
Hauptaxe ist, haben mufs: 

\zxdm = 0; \aydm = 0. 

59. Wir wollen untersuchen, ob es im Körper einen 
Punkt giebt, dessen Centralellipsoid eine Kugel ist, so 
dafs alle durch den Punkt gehenden Geraden Hauptaxen 
sind, deren Trägheitsmomente gleich grofs sind. Wir 
wählen die Hauptaxen des Schwerpunktes zu Koordinaten- 
axen und nehmen an, dafs (a, i,'c) der gesuchte Punkt 
sei. Legen wir durch diesen neue Axen, welche den 
ursprünglichen parallel sind, so kann man diese als die 
Hauptaxen des Punktes betrachten; dann mufs man haben, 
wenn die neuen Koordinanten x^, y^, z^ sind, 

\y^z^d7a =^ 0; \z^x^dm •== 0; \x^y^dm =• 0, 
oder 
\(y — b){z — c) dm = \yzdm — b\ zdm — c\ydm + bcM = 

und die analogen. In diesen Gleichungen verschwindet 
das erste Integral, da die durch den Schwerpunkt gehen- 
den Axen Hauptaxen sind, und die beiden übrigen ver- 
schwinden, weil der Schwerpunkt Anfangspunkt ist; man 
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bat also 

bc =^ 0; ac = 0; Ja = 0, 

woraus hervorgeht, dafs zwei von den Gröfsen a, b, c 
Null sein müssen. Der gesuchte Punkt mufs also auf 
einer der Hauptaxen des Schwerpunktes liegen. Diese sei 
die 2-Axe, so dafs a = 6 = ist. 

Sind ^, ^, C die Trägheitsmomente in Bezug auf 
die Axen des Schwerpunktes, so erhält man als Träg- 
heitsmomente in Bezug auf die neuen Axen. 

Da diese gleich grofs sein sollen, so mufs A gleich B 
sein, und dann findet man 

Wir sehen also, dafs ein Punkt wie der gesuchte nur 
existiert, wenn das Centralellipsoid des Schwer- 
punktes ein abgeplattetes Umdrehungsellipsoid 
ist, und dafs es, wenn dies der Fall ist, zwei vom 
Schwerpunkt gleich weit entfernte Punkte auf der klein- 
sten Axe giebt, welche die verlangte Eigenschaft besitzen. 

Der geführte Beweis zeigt zugleich, dafs die 
Hauptaxen jedes Punktes, der auf einer der 
Hauptaxen des Schwerpunktes liegt, den Haupt- 
axen des Schwerpunktes parallel sind. 

6*. Da nur die Form und nicht die Gröfse des 
Ellipsoids von Bedeutung ist, so können wir der Gleichung 
für das Centralellipsoid des Schwerpunktes die Form 

geben, wo a, b und c die den Hauptaxen entsprechenden 
Trägheitshalbmesser sind. Von dieser Gleichung läfst 
sich der Übergang zu der des Centralellipsoids für einen 
beliebigen Punkt (^i, y^ z^) bewerkstelligen, wenn man 
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diesen Funkt zum Anfangspunkt nimmt und die Bichtung 
der Äien beibehält. Zu a^ hat man dann y\'\-z^ ^ das 
Quadrat des Abstandes zwischen der neuen und der alten 
^-Axe, zu addieren, und analoge Ausdrücke erhält man 
für die Koefficienten von y* und z^. Ferner ist ((3)) 

B = J(y— yi) (^— ^i) ^w = y,z^ M, 
da die übrigen Glieder, wie oben gezeigt, fortfallen. 
Die Gleichung wird also: 
(o^+y\+z\)^'' + {b^ + z\+x\)y^+(c^^x\+y\)z^ 

— ^l/i^iyz — ^z^x^za: — 2a?iyia?y = 1. ^ ^ 
Mittels bekannter Formeln bestimmt man die Bich- 
tungscosinus a, /?, y für die Axen dieses EUipsoids durch 
die Gleichungen 

{<^^+y\+z\—9)a — a!iy^ß — aiZiy = 0; 

— Xxyxa'\-(h^ + z\+a:\—8)ß — y^z^r = Oj 
— XiZxa — y^z^ß-{'(c^-]rx\+y^^—8) = 0, 

wo 8 eine von den Wurzeln der bekannten, bei der 
Transformation der Gleichung auftretenden kubischen 
Gleichung ist, welche bei der Elimination von a, ßn r 
entsteht. 

Ist p der Abstand des Schwerpunktes vom Funkte 
(^1,^1, 2 J, so kann man die drei Gleichungen schreiben: 
{a^+p^ — 8)a — a^{aa!i-\-ßyi + rZi) = 0, 

(c^+/>^— «)r— -2^1 (ö^i+Äyi+r^i) = O- 

Hierin setzen wir p^ — « = ä:, und erhalten dann 

^1 ^ a 

a^ + jfc" 

.Vi = 

b^ + k 

z. 



ax^ 


-h/^i/i + r^i' 




/9 


eue, 


1 + Ä'l + T'«! ' 




r 



c« + fc ax^-^ ßy^-^ yzy^ * 
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Multipliciert man diese Gleichungen beziehungsweise 
mit ^1*^11^1 und addiert sie, so erhält man die kubische . 
Gleichung 

2 2 'i 

^1 , y« ^ 






diese bestimmt die drei Werte von ä:, welche den drei 
Werten von « entsprechen. Die gesuchten Bichtungs- 
cosinus sind den Gröfsen 



^x Vx z 



X 



proportional. 

Betrachten wir nun das System von konfokalen 
Flächen zweiter Ordnung: 

""^ 4-r/?-, + -.4-T=li (11) 



a'^j^X'b^-Ykc^ + k 
und suchen wir diejenigen von den Flächen des Systemes, 
welche den Punkt (^ii ^n -^i) enthalten, so erhalten wir 
für die Bestimmung von X ganz dieselbe kubische Glei- 
chung, welche wir oben für die Bestimmung von k er- 
hielten; die Eichtungscosinus der im Punkte (^ii^ii-^i) 
errichteten Normale sind proportional zu 

^1 .Vi ^1 

a' + V b'^ + k' c'^X' 

wo X dieselben drei Werte hat, die k oben hatte. Mithin : 

Die drei Hauptaxen für einen beliebigen 
Punkt fallen zusammen mit den drei Normalen 
auf den durch den« Punkt gehenden drei konfo- 
kalen Flächen zweiter Ordnung, die zu dem 
durch (11) bestimmten System gehören. 

Hierin liegt zugleich der Beweis dafür, dafs die drei 
Flächen sich orthogonal schneiden. 

9 
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61. Nun wollen wir die Frage, ob jede Gerade 
Hauptaxe für einen oder mehrere ihrer Punkte ist, ge- 
nauer untersuchen. 

Wir wollen annehmen, dafs eine Gerade Hauptaxe 
für zwei von ihren Punkten ist; dann haben wir, wenn 
wir die Gerade zur ^-Axe und einen von den beiden 
Punkten zum Anfangspunkt nehmen, 

Xzxdm = 0; ii/zdm = 0, 

und zugleich, wenn c der Abstand der Punkte ist, 

\{z — c)xdm = 0; \(z—c)ydm = 0, 

mithin 

Koßdm = 0; \ydm =» 0, 

woraus hervorgeht, dafs die Gerade den Schwerpunkt 
enthalten mufs, und dafs c dann beliebig ist. 

Aufser den Hauptaxen des Schwerpunktes 
giebt es also keine Geraden, welche für mehr 
als einen ihrer Punkte Hauptaxen sein können. 

Man sieht leicht, dafs nicht jede Gerade Hauptaxe 
sein kann; die Normalen einer Fläche bilden nämlich 
ein doppelt unendliches Liniensystem, so dafs die Haupt- 
axen, welche aus allen Normalen des konfokalen Flächen- 
systems bestehen, ein dreifach unendliches System oder 
einen Linienkomplex bilden, um die Ordnung dieses 
Komplexes zu finden, suchen wir diejenigen Normalen, 
welche einen beliebigen Punkt (a, /?, y) enthalten. Dann 
erhalten wir: 

■^ = -^ = -2^ = <c(a-^)+y(ß-y)+^{r-^)^ 
^ y ^ 

a^-^k b^+k c^+X 
oder 
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a^ +A b^ + A c« + A 



a y . z 


6«— c« 




a — x ß — y Y — z 

a^ — b^ 


c2 a« 


ß 


ß r 


r a 



a — a^ ß — y ß — y y — z y — z a — x 
woraus 
(a2-&2) y (a^^a) (y^ß) + (b^-c^) a (y ^ß) (z-^y) 

diese Gleichung gehört einer Kegelfläche zweiter Ordnung 
an, die ihren Scheitelpunkt in dem gegebenen Punkte 
hat. Der Komplex ist deshalb von zweiter Ordnung. 
Sind zwei von den drei Trägheitshalbmessern gleich grofs, 
so zerfallt die Kegelfläche in zwei Ebenen. 

Beispiel 1. Der Körper ist ein rechtwinkliges Par- 
allelepipedon von konstanter Dichtigkeit p und mit den 
Kanten 2a, 26, 2c. 

Wir nehmen den Schwerpunkt zum Anfangspunkt 
und legen die Axen parallel den Kanten; das Centralellip- 
soid des Schwerpunktes mufs seine Axen auf den Koor- 
dinatenaxen haben ; dann haben wir i 

A == \(y^-\-z^)dm =^ p\ J ^(y'' + :^'')da!dydz 



— c — — a 

ri + c 



= 2ap jj J (y« + Ä«) dydz = 4a6/> W ^ + zA zd 

« f abcp (62 -f c2) = ^ i/ (62 + c2). 
Dadurch wird die Gleichung (4) für das Centralellipsoid 

(62 + C2) ^2 + (c2 + a2) 2^2 + (^2 + 62) z' =^3.^ .. 

Durch (2) findet man die Trägheitsmomente mit Bezug 

auf die Kanten: 

.JxW(62 + c2). 4i/(o2^-a2); ^M(a^ + b% 

9* 



132 



Beispiel 2. Trägheitsmoment einer homogenen Ellipse 
mit Bezug auf den Mittelpunkt (mit Be«ug auf eine durch 
den Mittelpunkt gehende und senkrecht auf der Ebene 
der Ellipse stehende Axe). 

Wählt man Polarkoordinaten, so hat das Flächen- 
element rdrdd das Trägheitsmoment r^drdd; da nun 

^ ^ a2 sin2 0+b^ cos« ß ' 
so wird das Trägheitsmoment bestimmt durch 

^ — i\r*de. 

Aus dem Ausdruck für die Fläche der Ellipse ergiebt 
sich ferner: 

2n V de 

2 sin« e + b^ cos« ' 

Durch Differentiation nach a oder b wird hieraus abge- 
leitet 

Anrede 7t \ cos^ede 






TZ 



4- J2 cos« ö)« , a^b' \ (a« sin« # + 6« cos« ^)« ~" a^^ ' 

*^o 



1 



und hieraus durch Addition und Multiplikation mit o*i* 

,27r 

r^dtf = ;rai(a« + 6«), 

mithin 

/ =.-. -|^ a6 (a« ^- 6«) . 

Im besonderen erhält man für einen Kreis von Badius r 

I = — r* 

Das Trägheitsmoment der Ellipse mit Bezug auf die 
grofse Axe wird bestimmt durch 
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V — a Jo V — a 

setzt man 

0? =« a cos ^ , y = 6 sin ^ , 

so wird hieraus: 

4 l ;r 

^ == -^a6^\ sin^^ti^ = -j-a^^. 

Durch Vertauschung von a und 6 erhält man hier- 
aus das Trägheitsmoment mit Bezug auf die kleine Axe. 
Die Summe der hier gefundenen beiden Trägheitsmomente 
liefert, wie zu erwarten war, das Trägheitsmoment mit 
Bezug auf den Mittelpunkt. 

Beispiel 3. Trägheitsmoment eines Ellipsoids mit 
der Dichtigkeit 1 und den Halbaxen a, 6, c. 

Die Hauptträgheitsaxen für den Schwerpunkt müssen 
mit den Axen des Ellipsoids zusammenfallen ; diese nehme 
man zu Koordinatenaxen. Ein Schnitt, senkrecht zur 
x-Axe, ist eine Ellipse mit den Halbaxen 



-Va^ — a^ und — l/a2 — ^2. 
a a 

das Trägheitsmoment derselben mit Bezug auf die ^-Axe 

ist nach der oben gefundenen Formel: 

4 a^ a^ ^ ' 

Multipliciert man hier mit dx und integriert von — a 
bis + a, so ergiebt sich als Trägheitsmoment des Ellip- 
soids mit Bezug auf die ^-Axe: 

4 a^ 0.2 15 5 ^ ' 

durch Vertauschung der Halbaxen erhält man hieraus die 
beiden anderen Hauptträgheitsmomente. 
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Anwendungen. 

1. Ein Körper dreht sich um eine feste Axe; wie 
läfst sich die Summe der Momente der Bewegungsgröfsen 
mit Bezug auf die Axe ausdrücken mittels des Trägheits- 
momentes und der Winkelgeschwindigkeit? 

2. Bestimme die Bewegung einer gewöhnlichen 
Winde (Kad an der Welle); die Eadien sind t und r^ , 
die aufgehängten Massen m und m^ , während das Träg- 
heitsmoment der Winde mit Bezug auf die Axe M]c^ ist, 
wo M die Masse bedeutet. Bestimme ferner die Span- 
nung der Seile; von der Reibung und dem Gewicht der 
Seile ist abzusehen. 

3. Bestimme das Trägheitsmoment eines homogenen 
Stabes mit Bezug auf jede Seite eines gleichseitigen 
Dreiecks, dessen eine Höhe mit dem Stabe zusammen- 
fällt. Die Länge des Stabes beträgt 2Z, seine Masse m. 

4. Eine homogene dünne Scheibe hat die Form 
eines Dreiecks, dessen Seiten 3, 4 und 5 m lang sind; 
das Gewicht der Scheibe beträgt 100 kg. Man bestimme 
ihr Trägheitsmoment mit Bezug auf jede der Seiten und 
mit Bezug auf Axen, die senkrecht zur Ebene der Scheibe 
durch die Eckpunkte derselben gehen. 

5. Bestimme das zum Schwerpunkt der obenge- 
nannten Scheibe gehörige Centralellipsoid. 

6. Bestimme das Trägheitsmoment einer homogenen 
Ereisscheibe mit Bezug auf eine Tangente. 

7. Teile eine homogene dreieckige Scheibe mittels 
einer Geraden, welche der einen Seite parallel läuft, in 
zwei Teile, welche gleich grofse Trägheitsmomente mit 
Bezug auf die teilende Gerade haben. 
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8. Ein homogenes regelmäfsiges Tetraeder rotiert 
mit der Winkelgeschwindigkeit (o um die Verbindungs- 
linie der Mitten von zwei gegenüberliegenden Kanten. 
Bestimme die Momentensumme der Bewegungsgröfsen 
mit Bezug auf die Axe. 

9. Bestimme das Trägheitsmoment eines homogenen 
geraden Kreiskegels von der Höhe A, dem Radius r und 
der Masse m mit Bezug auf die Höhe und auf einen 
Durchmesser der Grundfläche. Bestimme ferner das 
Centralellipsoid des Schwerpunktes. 

10. Eine homogene schwere Kugel vom Badius r 
und der Dichtigkeit p liegt oben auf einer anderen Kugel 
von derselben Dichtigkeit, aber doppelt so grofsem Badius/ 
die sich um ihren festen Mittelpjunkt drehen kann. Beide 
Kugeln sind vollkommen rauh. Bestimme Ihre Bewe- 
gung, wenn die obere durch einen kleinen Stofs aus der 
Gleichgewichtslage gebracht wird. 

11. Eine homogene kreisförmige Scheibe dreht sich 
um eine Tangente mit der Winkelgeschwindigkeit w und 
aufserdem in ihrer eigenen Ebene um ihren Mittelpunkt 
mit der Winkelgeschwindigkeit (o^. Wie grofs ist die 
lebendige Kraft, wenn r der Badius und m die Masse ist ? 

12. Ein schwerer homogener Kreiscylinder liegt 
mit horizontaler Axe auf einer festen schiefen Ebene. 
Um die Mitte des Cylinders ist ein dünner Faden ge- 
schlungen, dessen eines Ende an einen festen Funkt, der 
von der schiefen Ebene eine Entfernung gleich dem Ba- 
dius hat, geknüpft ist, während das andere Ende am 
Cylinder befestigt ist. Bestimme die Bewegung, wenn 
der Cylinder bei Beginn derselben den festen Funkt 
gerade berührt. 
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13. Ein Körper mit der Masse m rotiert um seinen 
Schwerpunkt. Die Projektionen der augenblicklichen Ro- 
tation auf die drei Hauptaxen des Schwerpunktes sind 
p, q und r, während a, b und c die Trägheitshalbmesser 
mit Bezug auf dieselben Axen sind. Wie grofs ist die 
lebendige Kraft des Körpers, und wie grofs das Moment 
des Kräftepaares, auf welches die statische Summe der 
Bewegungsgröfsen sich reducieren läfst? 

14. Eine Schraube bewegt sich vermöge ihres Ge- 
wichtes abwärts in ihrer Mutter, die auf einem glatten 
Tische steht; in diesem befindet sich ein Loch, das der 
Schraube Durchgang gewährt. Bestimme die Bewegung 

'der beiden Körper; von der Keibung ist abzusehen; die 
Trägheitsmomente mit Bezug auf die gemeinschaftliche 
Axe sind mk^ und m^k\, 

15. Ein homogener Cylinder rotiert um seine feste 
horizontale Axe mit der Winkelgeschwindigkeit ö>; das 
Trägheitsmoment mit Bezug auf die Axe ist wP. Ein 
senkrecht herabhängender homogener schwerer Faden, 
dessen Länge gleich dem Umfang des Cylinders und 
dessen Gewicht gleich m^g ist, wird plötzlich mit seinem 
oberen Ende an einen Punkt des Cylindermantels befestigt, 
der sich in gleicher Höhe mit der Axe befindet. Wie 
grofs ist AI, wenn die Bewegung in dem Augenblick auf- 
hört, wo der Faden um den Cylinder gewickelt ist? Von 
der Dicke des Fadens ist abzusehen. 

Ist ä>, die Winkelgeschwindigkeit nach dem durch 
die Befestigung des Fadens verursachten Stofse, so ergiebt 
der Satz von der Erhaltung der Momentensumme: 

wo a den Radius bedeutet und a^ =: 2P ist. 
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Dadurch erhält man: 



mm 



W?' 



Nun ist die lebendige Kraft des Systems 

-i mk^o)^ -+- i m,a*cwi = i ^^ö>^ r ö — • 

Wenn die Bewegung aufhört, so ist die lebendige Kraft 
verbraucht und die ausgeführte Arbeit beträgt 

mithin ergiebt das Princip der lebendigen Kraft: 

2 47tgm^{m~\'2mi) 



CD' 



arn^ 



16. Ein dünner homogener Ring vom Radius a und 
dem Gewicht 27cakg rollt innerhalb eines anderen festen 
Ringes vom Radius 2a; die beiden Ringe befinden sich 
in derselben Vertikalebene und bei Beginn der Bewegung 
liegen ihre Mittelpunkte auf derselben horizontalen Ge- 
raden. Bestimme die Bewegung. 

Wenn die Centrale um den Winkel gedreht ist, 
so hat der Ring sich um 2^ gedreht; die ausgeführte 
Arbeit ist 2;ra% . asin^; die Geschwindigkeit des Mit- 
telpunktes ist « -^ 1 der eine Teil der lebendigen Kraft 

beträgt also Tuak.a^l-r-] . Das Trägheitsmoment mit 

Bezug auf den Mittelpunkt ist 2na^k^ mithin beträgt 
der zweite Teil der lebendigen Kraft 



^"'*-^U)- 
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Die Bewegungsgleichung wird also 

17. Beweise, dafs die Summe der Trägheitsmomente 
eines Körpers mit Bezug auf drei auf einander senkrechte 
durch denselben Punkt gehende Axen konstant ist, und 
untersuche, wie diese Summe sich mit dem gegebenen 
Punkte ändert. 

18. Welches ist der geometrische Ort für alle 
durch einen gegebenen Punkt gehenden Geraden, mit 
Bezug auf welche die Trägheitsmomente eines Körpers 
gleich grofs sind? 

19. Wie bestimmt man ein homogenes EUipsoid, 
das dieselbe Masse besitzt wie ein gegebener Körper, 
und für alle Axen dasselbe Trägheitsmoment hat wie 
dieser ? 

20. Eine begrenzte ebene Fläche hat eine Sym- 
metrieaxe und mit Bezug auf diese einen Trägheitshalb- 
messer L Die Fläche dreht sich um eine äufsere, in ihrer 
Ebene in der Entfernung d parallel zur Symmetrieaxe 
gezogene Axe und beschreibt dadurch einen homogenen 
ümdrehungskörper. Bestimme das Trägheitsmoment dieses 
Körpers mit Bezug auf die ümdrehungsaxe. 

21. Zwei perspektivisch-ähnliche homogene Systeme 
haben das lineare Verhältnis v. Bestimme das Verhältnis 
zwischen ihren Trägheitsmomenten mit Bezug auf ähn- 
lich liegende Axen. Die Systeme können 1, 2 oder 3 
Dimensionen haben. 

22. Vier- materielle Punkte mit bekannten Massen 
sind in den Eckpunkten eines regelmäfsigen Tetraeders 
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ohne Masse angebracht. Bestimme das Centralellipsoid 
für den Schwerpunkt des Tetraeders. 

23. Ein homogener Ereiscylinder liegt auf einem 
glatten Tische. In welchem Punkte des Cylinders mufs 
ein horizontal gerichteter Stofs angreifen, damit der 
Cylinder ins Bollen kommt ohne zu gleiten? 
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SECHSTES KAPITEL. 



Der Stoß). 

« 

62. Wir haben erwähnt, dafs die Teilchen eines 
Systems ihren Bewegungszustand so verändern können, 
dafs die Veränderungen endlich sind, während die Zeit, 
in der sie vorgegangen sind, als verschwindend klein 
betrachtet werden kann. Solche Wirkungen nennen wir 
Stofswirkungen, und betrachten sie als durch instantane 
Kräfte oder Stofskräfte hervorgerufen; die Stöfse 
können zwischen den Teilchen des Systems stattfinden, 
oder sie können von aufsen kommen; im letzteren Falle 
können wir jedoch die stofsenden Teilchen als mit zum 
System gehörig betrachten, so dafs wir es nur mit inne- 
ren Stofskräften zu thun haben, und dann bringt, wie 
wir gezeigt haben, das Princip der Aktion und Reaktion 
es mit sich, dafs die statische Summe der Bewe- 
gungsgröfsen durch den Stofs nicht verändert 
werden kann. 

63. D'Alemberts Princip läfst sich auf die Stofs- 
kräfte anwenden; betrachten wir nämlich die Gleichung 
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so wird diese sich, wenn die wirkenden Kräfte Stofskräfte 
sind, nach Multiplikation mit dt innerhalb des kleinen 
Intervalls, während dessen der Stofs dauert, integrieren 
lassen. Wir setzen nämlich voraus, dafs das Intervall 
so kurz ist, dafs die Koordinaten und deren zu den ge- 
gebenen Bedingungen stimmenden virtuellen Variationen 
nicht verändert werden, so dafs diese Variationen bei 
der Integration als Eonstanten auftreten; bei der Inte- 
gration erhalten wir dann Glieder von der Form 



\'xdt. 



wo «1 — Iq das kleine Zeitintervall ist; dieses Integral 
aber ist nach unserer Definition eben eine Komponente 
der auf das Teilchen wirkenden Stofskraft, denn es stellt 
den Zuwachs an Bewegungsgröfse dar, den die Kompo- 
nente X einem freien Teilchen in der kleinen Zeit mit- 
teilen würde; wir wollen diese Komponente mit X^ be- 
zeichnen. Ferner erhalten wir Glieder von der Form 



(day 



- d^x , /dx\ 



«0 

WO das Resultat den Zuwachs bezeichnet, welchen die 
Komponente der wirklichen Bewegungsgröfse nach dem 
Stofse erfahren hat. Wir erhalten also 



-■[(^■-»(S)>' 

+(^'—(ii)*+(^'—(S)>i-»' <» 

in Worten: die Summe der virtuellen, Momente 
der verlorenen Stofskräfte ist Null für jede. 



142 



den gegebenen Bedingungen nicht widerstrei- 
tende kleine Verschiebung. 

C4. Die Wirkung eines Stofses wird von der Natur 
der storsenden Körper abhängig sein. Wir wollen na- 
mentlich zwei Grenzfälle betrachten: die elastischen 
und die unelastischen Körper. Unter elastischen 
Körpern wollen wir solche verstehen, in denen, wenn sie 
durch Druck oder Stofs eine gewisse Formveränderung 
erfahren haben, durch diese innere Spannungen her- 
vorgerufen werden, welche bewirken, dafs die Körper 
ihre ursprüngliche Form anzunehmen versuchen und 
diese gerade in dem Augenblick erlangt haben, wo sie 
aufhören auf einander einzuwirken. Zugleich nehmen 
wir an, dafs wenn zwei beliebige Teilchen des Körpers 
während des Stofses auf einander wirken, dieses durch 
Kräfte geschieht, welche die Richtung der Verbindungs- 
linie der Teilchen haben und eine Funktion des Abstan- 
des derselben sind. Dann existiert, wie früher gezeigt, 
eine Kräftefunktion, und daraus folgt, dafs die gesamte 
lebendige Kraft jedesmal dieselbe ist, wenn die Lage der 
Körper dieselbe ist. Wir sehen also, dafs der Zusam- 
menstofs zwischen vollkommen elastischen 
Körpern die gesamte lebendige Kraft nicht 
verändern kann. Während des ersten Teils der klei- 
nen Zeit, in welcher die Stofskräfte wirken, führen diese 
eine positive Arbeit aus; aber danach vollführen sie eine 
ebenso grofse negative Arbeit, so dafs sie in Wirklich- 
keit, wenn sie nicht mehr wirken, keinerlei Arbeit aus- 
geführt, die lebendige Kraft also nicht verändert haben. 
Der innere Zustand der Körper ist verändert*, während 
der Stofs dauert, aber nach dem Stofse ist er derselbe 
wie vor demselben. 
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Unter unelastischen Körpern verstehen wir solche, 
an denen die Stofskraft eine Arbeit ausführt, die sich in 
einer, nach Aufhören des Stofses andauernden Verände- 
rung im Inneren des Körpers zeigt, einer Veränderung, 
deren äufseres Kennzeichen eine erhöhte Temperatur ist. 
Namentlich wollen wir annehmen, dafs vollkommen 
unelastische Körper, nachdem sie ihre gröfste Ver- 
änderung erfahren haben, nicht mehr auf einander wir- 
ken; dies tritt ein, wenn die Teilchen, die auf einander 
gewirkt haben, sich entweder gemeinschaftlich 
weiter bewegen oder Geschwindigkeiten er- 
halten haben, deren Projektionen auf die Rich- 
tung der Stofskraft gleich grofs sind. Das erste 
findet statt, wenn die Teilchen als vollkommen rauh be- 
trachtet werden können, so dafs eine Bewegung in der 
Kichtung ihrer gemeinschaftlichen Tangente unmöglich 
ist, während das zweite eintritt, wenn die Teilchen glatt 
sind, so dafs sie nur in der Richtung ihrer gemeins- 
chaftlichen Normale auf einander wirken können. 

fö. Carnots Theorem. Carnot hat einen Ausdruck 
gegeben für den Verlust an lebendiger Kraft, der beim 
Zusammenstofse vollkommen unelastischer Systeme statt- 
findet. Diesen findet man, wenn man d'Alemberts Princip 
auf die verlorenen Bewegungsgröfsen anwendet. Dadurch 
erhält man 

2;m[{a — A)da: + {b'-B)d!/-\-{c — C)dz] ^ 0, 
wo a, 6, c und A, B, C die Komponenten der Geschwin- 
digkeit beziehlich vor und nach dem Stofse sind. Als 
virtuelle Verschiebungen können wir die im Zeitelement 
nach dem Stofse wirklich durchlaufenen Bahnelemente 
nehmen. Die unbekannten Stofskräfte sind nämlich paar- 
weise gleich grofs und entgegengesetzt, und für jedes 
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Paar ist das virtuelle Moment gleich Nall, da nach un- 
serer Definition unelastischer Körper die beiden Angriffs- 
punkte Geschwindigkeiten erhalten, welche gleich grofee 
Projektionen auf die Richtung der Stofskraft haben. 
Deshalb setzen wir 

doi == AdV, Sy = Bdt; 8z = Cdt; 

dadurch verwandelt die obige Gleichung sich in 

l'm[(a—A)A'\-{b'-B)ß + (c—C)C] = 0, 

und diese läist sich, wenn 

(a^Ay + ib — By-^-ic—Cy =- (ü^ 
gesetzt wird, leicht auf die Form 

|-2'mv2_.i-2'mF2 =.. h,lmw^ (2) 

bringen. 

Da nun a-^ A, b — B und c — C nichts anderes 
sind als die Komponenten der geometrischen Differenz 
V — F, so läfst sich der bewiesene Satz folgendermafsen 
ausdrücken: 

Beim Zusamm^nstofse unelastischer Körper 
findet ein Verlust an lebendiger Kraft statt, 
und dieser Verlust ist genau gleich der leben- 
digen Kraft, welche dem geometrischen Ge- 
schwindigkeits Verlust entspricht. 

Da der hier geführte Beweis sich nur darauf stützt, 
dafs das virtuelle Moment der verlorenen Kräfte Null ist 
für Verschiebungen, welche mit den wirklichen Bahnele- 
menten, so wie diese nach dem Stofse werden, zusammen- 
fallen, so läfst derselbe sich auch auf Fälle anwenden, 
in denen plötzlich neue Verbindungen zwischen den Teil- 
chen auftreten, z. B. dadurch, dafs gewisse undehnbare 
Fäden durch die Bewegung plötzlich gestreckt werden. 
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Natürlich wird nicht bei allen plötzlichen Änderungen 
der Geschwindigkeit lebendige Kraft verloren. Eine in- 
nere Explosion wird z. B. in der Regel eine Vermehrung 
der lebendigen Kraft mit sich führen. 

Als Beispiel wollen wir zwei Teilchen betrachten, 
welche beide die Masse 1 haben und deren Geschwindig- 
keiten, wenn sie in li zusammenstofsen, AB und AC 
sind. Wir denken uns die Teilchen rauh und unelastisch, 
so dafs sie nach dem Stofse eine gemeinschaftliche Ge- 
schwindigkeit erhalten; diese wird dann AD^ wenn D 
die Mitte von BC ist. Die verlorenen Geschwindigkeiten 
sind BD und CD^ und die diesen entsprechende leben- 
dige Kraft ist \BD'^ '\-\CD^. Die lebendige Kraft vor 
dem Stofse war \AB'^ -{- ^AC^ ^ lyährend sie nach dem 
Stofse AD^ ist. Carnots Satz ergiebt also 

AB''^ AC^ — ^AD^ =^BC^, 

was zu einem bekannten geometrischen Satze stimmt. 

66. Stofs zwischen zwei unelastischen Körpern. Be- 
wegen zwei Körper sich so, dafs ihre Schwerpunkte die- 
selbe Gerade durchlaufen , so mufs ihr gemeinsamer 
Schwerpunkt sich auch auf dieser Geraden bewegen ; 
sind m und m, die Massen, v und Vj die Geschwindig- 
keiten, während u die Geschwindigkeit des Schwerpunktes 
der Gesamtmasse ist, so hat man 

diese Gleichung genügt, um die Bewegung des Schwer- 
punktes nach dem Zusammenstofse zu bestimmen, falls 
die beiden Körper sich nach diesem vereinigt weiter be- 
wegen; dann erhält man 

u = i — ^— ^, (o) 

m -j- m^ 

10 
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wodurch die Bewegung des Schwerpunktes der vereinigten 
Körper bestimmt wird. Die gefundene Formel läfst sich 
auch benutzen, wenn die Schwerpunkte sich nicht auf 
derselben Geraden bewegen ,- nur sind die Geschwindig- 
keiten dann geometrische Geschwindigkeiten und das 
Zeichen + im Dividenden bezeichnet geometrische Ad- 
dition. 

Um die Bewegung vollständig zu kennen, müssen 
wir auch die Rotation um den Schwerpunkt bestimmen. 
Wir setzen deshalb vor dem Stofse für jeden Körper die 
Bewegungsgröfsen der Teilchen zusammen zu einer Einzel- 
kraft, welche im Schwerpunkt angreift, und zu einem 
Kräftepaire. Ebenso wie die Bewegung des Schwerpunktes 
nach dem Stofse besti/nmt ist durch die ünveränderlich- 
keit der geometrischen Summe der beiden Einzelkräfte, 
ebenso wird die Rotation bestimmt durch die ünverän- 
derlichkeit der geometrischen Summe der beiden Kräfte- 
paare. 

%1. Sind die beiden zusammenstofsenden unelasti- 
schen Körper glatt, d. h. können sie nur auf einander 
in der Richtung der gemeinschaftlichen Normale wirken, 
so werden sie sich in der Regel nach dem Stofse trennen. 
Wir wollen hier nur den Fall betrachten, wo die stofsen- 
den Körper keine Rotation besitzen und wo der Stofs 
central ist, das heifst, wo die gemeinschaftliche Normale 
durch die Schwerpunkte der Körper geht. Dann kann 
der Stofs keine Rotation hervorrufen, so dafs wir nur die 
Bewegung der Schwerpunkte nach dem Stofse zu be- 
trachten brauchen. 

Zerlegen wir die Geschwindigkeiten der Schwerpunkte 
vor und nach dem Stofse nach der gemeinschaftlichen 
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Normale und senkrecht dazu, so müssen die letzteren 
Komponenten unverändert bleiben, da die entsprechenden 
Bewegungsgrörsen durch den Störs nicht beeinflufst werden. 
Aus den normalen Komponenten vor dem Storse findet 
man die gemeinsame Geschwindigkeit nach dem Stofse 
durch (3). Man kennt also für beide Körper die beiden 
Geschwindigkeitskomponenten nach dem Stofse und da- 
durch die Bewegung der Körper. 

68. Zusammenstors von zwei el9sti8chen Körpern. 

Wir betrachten auch hier nur den Fall, wo die Körper 
glatt sind und der Stofs central ist in der oben gegebenen 
Bedeutung des Wortes. Da auch hier nur die normalen 
Komponenten der Bewegungsgröfsen vom Stofse beein- 
flufst werden, so können wir wie bei unelastischen Körpern 
verfahren, wenn wir erst gelernt haben, die normalen 
Geschwindigkeiten nach dem Stofse zu berechnen. Hier- 
für haben wir neben dem Satze von der Erhaltung der 
Bewegungsgröfsen zugleich den Satz von der Erhaltung 
der lebendigen Kraft. 

Da die beiden Komponenten der Geschwindigkeit 
senkrecht auf einander stehen, so ist die lebendige Kraft 
die Summe von zwei anderen , nämlich von den beiden 
lebendigen Kräften, welche den beiden Komponenten der 
Geschwindigkeit entsprechen; da nun die eine von diesen 
durch den Stofs nicht verändert wird, so kann die ent- 
sprechende lebendige Kraft auch nicht verändert werden. 
Hieraus schliefsen wir, dafs der Teil der lebendigen Kraft, 
welcher den normalen Komponenten der Geschwindigkeiten 
entspricht, durch den Stofs unverändert bleiben mufs. 

Sind also m, und m^ die Massen, v^ und t?^ die 
normalen Komponenten der Geschwindigkeiten vor dem 

10* 
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Stofse, Fj und V^ dieselben nach dem Stofse, so er- 
balten wir 

in^ V\ + m^ V\ == m^v\ + m^v\ ; 
daraus ergiebt sich 

Vi — V^ = ^2 —Vi, 
oder in Worten: der Unterschied der Geschwin- 
digkeiten nach der Normale wechselt beim 
Stofse sein Vorzeichen. 

Aus den gefundenen Gleichungen erhält man als 
Werte für die gesuchten Geschwindigkeiten: 

TT _ (^x— ' ^2) ^1 + 2m.^r2 . 
' 1 — I ♦ 

(4) 

Wir wollen einige specielle Fälle betrachten. Dafs 
der eine Körper unbeweglich ist, läfst sich dadurch aus- 
drücken, dafs man t?.^ ==» und »12 = 00 set.zt; dann 

findet man 

F2 =0; V, =-v,, 

woraus hervorgeht, dafs die normale Geschwindigkeit des 
stofsenden Körpers das Vorzeichen wechselt. In Verbin- 
dung mit dem Umstände, dafs die zweite Komponente 
der Geschwindigkeit unverändert bleibt, folgt hieraus der 
bekannte Satz von der Gleichheit des Einfalls- und Aus- 
fallswinkels. 

Sind die stofsenden Massen gleich grofs, so ergeben 

die Formeln 

F2 = ü»; Fj. = v^; 

die Geschwindigkeiten werden also vertauscht. 
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19. Die Gleichungen für die normale Bewegung 
von zwei central zusammenstofsenden Massen nach dem 
Stofse lassen sich folgendermarsen schreiben: 

^1 ^1 + ^*2 ^2 = wi t?i + m^ v^ 
V^ — V^ == e{v^—Vi); 
hierin setzt man für unelastische Körper ^ = 0, für ela- 
stische e = l. Man hat gefunden, dafs e bei den Natur- 
körpern als Konstante betrachtet werden kann, die zwi- 
schen den Grenzen und 1 liegt und nur abhängig ist 
von dem Vermögen des Stoffes, gegen Formveränderungen 
zu reagieren; e heifst der ßestitutionskoefficient 
oder die Elasticität. 



Anwendungen. 

1. Die Mittelpunkte von drei elastischen Kugeln 
liegen auf einer Geraden ; die erste wird gegen die zweite 
mit gegebener Geschwindigkeit gestofsen; beweise, dafs 
die Masse der zweiten die mittlere Proportionale zwischen 
denen der beiden anderen sein mufs, wenn die Geschwin- 
digkeit der dritten so grofs wie möglich werden soll. 

2. Zwei Kugeln von der Elasticität e stofsen central 
zusammen; bestimme die lebendige Kraft, welche beim 
Stofse verloren geht. 

3. n gleich grofse Kugeln liegen neben einander 
in gerader Linie auf einem glatten Tisch und sind zu je 
zweien durch undehnbare Fäden von der Länge a ver- 
bunden. Man giebt der ersten eine Geschwindigkeit v 
in der Sichtung der Geraden; wie lange dauert es, bis 
die letzte in Bewegung gerät? 
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4. Drei gleich grofse elastische Kugeln liegen mit 
ihren Mittelpunkten auf den Eckpunkten eines gleichsei- 
tigen Dreiecks und werden gleichzeitig mit gleich grofsen 
Geschwindigkeiten gegen den Mittelpunkt des Dreiecks 
gestofsen. Bestimme die Bewegung derselben nach dem 
Stofse. 

5. Zwei Massen werden wie bei Atwoods Fall- 
maschine in Bewegung gesetzt, nur fällt das (nicht ela- 
stische) Übergewicht von einer gegebenen Höhe herunter 
auf die eine Masse. Bestimme die Bewegung nach dem 
Stofse. 

Man kann d'Alemberts Frincip benutzen. Die Mas- 
sen seien w, die Fadenlänge a:-{- a^ =^ l, die fallende 
Masse mj und ihre Geschwindigkeit im Moment des 
Auftreffens v, dann hat man 

Imv — {m'\-m^)-j-\da! — '^n-rrdx^ -=0, 
aber 

mithin 

dx mv 

^ dt 2m + ^1 ' 
ein Resultat, das man auch erhält, wenn man ausdrückt, 
dafs das Moment der verlorenen Bewegungsgröfsen mit 
Bezug auf die Axe gleich Null ist. 

Die verlorene lebendige Kraft ist 

i Wiü« — |(2m + mi) 17*1 , 

und diese ist, in Übereinstimmung mit Carnots Satz, 
gleich der, den verlorenen Geschwindigkeiten entspre- 
chenden, lebendigen Kraft 

imi(t;— ri)2-h2mvj. 
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Da die verlorene Bewegungsgröfse auf die Bolle, die 
Unterlage, den Erdboden u. s. w., die man sich als eine 
zusammenhängende feste Masse denken mufs, übergegan- 
gen ist, so wird die Geschwindigkeit Null; die der hier 
verlorenen Geschwindigkeit entsprechende lebendige Kraft 
ist dann auch Null, denn die verlorene Bewegungsgröfse 
ist endlich. 

6. Ein Teilchen bewegt sich auf einer Geraden mit 
der Geschwindigkeit v\ dasselbe ist durch einen dünnen 
undehnbaren Faden von der Länge / mit einem festen 
Funkt verbunden, dessen Abstand von der Geraden \ l 
beträgt. Bestimme die Bewegung des Teilchens, nachdem 
der Faden gerade gespannt ist. 

7. Eine Kugel stöfst gegen eine feste Ebene; be- 
stimme die Relation zwischen Einfalls- und Ausfallswinkel, 
wenn die Elasticitat e ist. 

8. Eine elastische Kugel von der Masse m wird 
nahezu gleichzeitig von entgegengesetzten Seiten von 
zwei anderen elastischen Kugeln mit den Massen m^ und 
m^, und den Geschwindigkeiten Vj und v^ gestofsen. Be- 
stimme die Bewegung und untersuche, ob es gleichgültig 
ist, welcher der beiden Stöfse zuerst trifft, 

9. Ein Billardball fällt hinunter auf einen anderen, 
der auf einem Tische liegt, und trifft denselben 60° von 
seinem höchsten Punkte. Bestimme die Bewegung gleich 
nach dem Stofse unter der Annahme, dafs Bälle und 
Tisch vollkommen elastisch sind. 

10. Ein homogener Würfel gleitet eine glatte schiefe 
Ebene hinunter; die vordere horizontale Kante stöfst 
plötzlich auf ein kleines Hindernis , das sie festhält. 
Wie setzt die Bewegung sich fort? 
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11. Ein homogener Stab bewegt sich ohne Botation 
in einer horizontalen Ebene und stöfst plötzlich gegen 
einen festen vertikalen Stab, von dem er in einem Ab- 
stände von dem einen Endpunkt getroflfen wird, der gleich 
einem Viertel seiner ganzea Länge ist. Die Stäbe sind 
unelastisch und glatt. Bestimme die Bewegung. 

12. Zwei Billardbälle berühren sich; wie mufs man 
den einen mit einem dritten Ball stofsen, um demselben 
eine Geschwindigkeit in einer gegebenen Richtung zu 
erteilen ? 

13. Wie läfst sich die S. 118 gelöste Aufgabe 29 
mit Hülfe von d'Alemberts Princip lösen? 

Die Effektivkräfte sind hier Bewegungsgröfsen , die 
sich für jeden Cylinder zu einem Kräftepaar zusammen- 
setzen lassen, dessen Moment gleich dem Produkte aus 
dem Trägheitsmoment und der Winkelgeschwindigkeit ist. 
Die virtuellen möglichen Bewegungen sind die Drehungen 
80 und 86^, Nehmen wir die Rotation des ersten Cy- 
linders als positiv, so haben wir 

worin 

rdd-^-r^dO^ == und rm* = r^a}\. 

Die numerischen Werte der Winkelgeschwindigkeiten 
nach dem Stofse werden also bestimmt durch die Glei- 
chungen : 

14. Eine Kugel von der Masse m und der Geschwin- 
digkeit u trifft einen Balken unter einem rechten Winkel 
in einer Entfernung a vom Schwerpunkt des Balkens. 
Das Trägheitsmoment des Balkens in Bezug auf den 
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Schwerpunkt ist Mk'^, Wie ist die Bewegung gleich 
nach dem Stofse, wenn die beiden Körper unelastisch 
sind? 

Die Geschwindigkeit der Kugel nach dem Stofse sei 
Mj; dann ist die Stofskraft m(u — Uy), Der Schwerpunkt 
des Balkens erhält eine Geschwindigkeit v, die bestimmt 
ist durch die Gleichung 

Mv == m(u — Mj). 
Die Winkelgeschwindigkeit in Bezug auf den Schwer- 
punkt wird bestimmt durch 

Ferner drückt die Gleichung 

Wi == ü 4- «CO 
aus, dafs die beiden Körper nach dem Stofse sich gemein- 
schaftlich weiter bewegen. Aus diesen drei Gleichungen 
bestimmt man w^, v und oj. 

15. Zwei unelastische glatte Kugeln bewegen sich 
in derselben Ebene; ihre Mittelpunkte sind je an einen 
von zwei sich schneidenden Kreisen gebunden. Wie be- 
wegen sie sich nach einem Zusammenstofs? 

16. Ein Stab rotiert in einer Ebene um seinen 
einen Endpunkt mit der Winkelgeschwindigkeit o) und 
stöfst dabei an eine Kugel. Bestimme die Bewegung 
gleich nach dem Stofs, wenn beide Körper vollkommen 
elastisch sind. 

Die Kugel habe die Masse m und erhalte die Ge- 
schwindigkeit v; dann ist die Stofskraft mv. Ist a der 
Abstand des gestofsenen Punktes vom festen Punkte, 
Mk^ das Trägheitsmoment des Stabes in Bezug auf den- 
selben Punkt, so erhält man, da die Momentensumme 
der Bewegungsgröfsen sich nicht verändert, 
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Mk^ {{Ol — w) + mva = 0, 
wo (Ol die Winkelgeschwindigkeit nach dem Stofse be- 
deutet. 

Der feste Punkt läfst sich als ein freier Punkt von 
unendlich grofser Masse auffassen; somit erhält er nach 
dem Stofse die Geschwindigkeit Null, eine endliche 6e- 
wegungsgröfse und eine lebendige Kraft Null. 

Dann ergiebt das Princip von der Erhaltung der 
lebendigen Kraft: 
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SIEBENTES KAPITEL. 
Bewegung eines Körpers mit einer festen Axe. 



Beginn der Bewegung. 

7#. Wir wollen uns einen Körper, der um eine 
feste Axe drehbar ist , dadurch in Bewegung gesetzt 
denken, dafs ihm eine Bewegungsgröfse P mit einem 
gegebenen Angriffspunkt und einer gegebenen Richtung 
mitgeteilt wird. Durch Pp stellen wir dann das Moment 
der Bewegungsgröfse mit Bezug auf die feste Axe dar. 

Nun suchen wir einen Ausdruck für die verlorenen 
Stofskräfte, die sich nach d'Alemberts Princip im Gleich- 
gewicht halten; da das System eine feste Axe hat, redu- 
cieren die Gleichgewichtsbedingungen sich auf die eine, 
dafs die Summe der Momente der Kräfte mit Bezug auf 
die Axe Null ist (Statik, 66). Zu demselben Resultat 
gelangen wir, wenn wir die Reaktion der Axe hinzufügen 
und den Körper als frei betrachten. Die statische Summe 
der Bewegungsgröfsen kann dann durch den Stofs nicht 
verändert werden, sondern die von der Reaktion der Axe 
herrührenden Bewegungsgröfsen haben mit Bezug auf 
die Axe die Momentensumme Null, so dafs sie in die 
Gleichung nicht aufgenommen werden. 
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Die durch den Stofs erlangte Winkelgeschwindigkeit 
sei (0. Ein Massenelement dm im Abstände r von der 
Axe erhält dann eine Bewegungsgröfse reo dm, und das 
Moment dieser mit Bezug auf die Axe ist wr^dm. Die 
Summe dieser Momente ist 

wo 1 das Trägheitsmoment des Körpers mit Bezug auf 

die Axe bedeutet. Diese Momentensumme soll gleich dem 

Momente der mitgeteilten Bewegungsgröi'se sein, so dafs 

man erhält: 

Pp 

I 

wodurch die durch den Stofs hervorgerufene Winkelge- 
schwindigkeit bestimmt wird. 

Denken wir uns, dafs der Stofs von einer Masse m 
mit der Geschwindigkeit v herrührt, welche den Körper 
trifft und sich nach dem Stofse als Teil von diesem be- 
wegt, so können wir die Sache so auffassen, als ob m 
seine gesamte Bewegungsgröfse an den Körper abgegeben 
habe, wenn wir nach dem Stofse m mit zu den in Be- 
wegung gesetzten Massenteilchen rechnen; hat m nach 
der Verbindung mit dem Körper einen Abstand p von 
der Axe, so erhalten wir 



ü)I = Pp oder ö; = -|- , (1) 



_ mvp 
1+mp^ 

71. Der Stofs gegen die Axe. Um den Stofs gegen 
die Axe, der deren Beaktion entgegengesetzt ist, zu be- 
stimmen, benutzen wir die übrigen fünf Gleichgewichts- 
bedingungen für die verlorenen Kräfte, oder, was auf 
dasselbe hinausläuft, wir fügen die Beaktion hinzu und 
suchen die statische Summe der Bewegungsgröfsen vor 
und nach dem Stofse. 
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Um dies ausführen zu können, nehmen wir die Axe 
zur 0-Axe und legen die ^- Ebene durch den Angriffs- 
punkt (a, 6, 0) der Stofskraft, die ^;e-Ebene durch den 
Schwerpunkt. 

X, y, Z sind die Komponenten der Stofskraft. 

Das Massenelement dm möge die Koordinaten a, y, z 

haben; dann setzen wir 

^ = r cos ß ; y = T^Vüd y 
woraus 

dx ' r,d6 dy ^dd 

^7 = — r sin ^ -TT = — vö> ; -^^ = r cos # 3- = ^ö; , 

dt dt ^ dt dt 

während, da die Bewegung eine Drehung um die z-k^Q ist, 

dt ^' 
Die Bewegungsgröfse von dm hat also die Komponenten 

— ytodm; jsojdm; 0, 

deren Summen, für den ganzen Körper genommen, 

0; a^M(o; 

sind, wo M die Gesamtmasse bedeutet, während x^ die 
eine Koordinate des Schwerpunktes ist; die andere Koor- 
dinate ^1 ist, entsprechend der Wahl des Koordinaten- 
systems, gleich Null. 

Da die gefundenen Komponenten aus denen des 
Stofses und denen der Reaktion zusammengesetzt sind, 
so erhalten wir für die letzteren mit entgegengesetztem 
Vorzeichen genommen: 

X, Y—q!^Mw, Z; 
diese geben die Projektionen der Stöfse, welche die Axe 
erhält, auf die Koordinatenaxen an. Doch lassen diese 
Stöfse sich in der Regel nicht zu einer einzigen Stofskraft 
zusammensetzen , sondern zu einer solchen und einem 
Kräftepaar. Das letztere wird auf ähnliche Weise be- 
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stimmt, indem man von den Momenten der mitgeteilten 
Bewegungsgröfsen, 

6Z, —aZ, aY—bX ,. 

die Momentensummen der Bewegungsgröfsen nach dem 
Stofse, 

— ö; \ xzd^n ; — (o\ yzdm ; to \ (x*^ -\-y^) dm , 

subtrahiert; dadurch erhält man 

hZ -\- o)\ xzdm ; — aZ + ö> \ yzdm ; a Y — bX — ä;7; 

der letzte von diesen Ausdrücken verschwindet, denn 
eben dadurch, dafs man ihn gleich Null setzt, bestimmt 
man w. Der Stofs wirkt also wie eine Einzelkraft und 
ein Kräftepaar; diese lafsen sich, wenn die Axe durch 
zwei feste Punkte ersetzt wird, in zwei auf diese Funkte 
wirkende Stöfse transformieren; jedoch sind die Kompo- 
nenten nach der Axe unbestimmt, wenn sie auch eine 
bestimmte Summe haben (Statik, 66). 

72. Wenn die Axe keinen Stofs erleiden soll, so 

müssen die fünf gefundenen Komponenten jede für sich 
gleich Null sein; man mufs also haben: 

X = 0; Z=0; Y =^ ai^M(ü\ 

yvzdm = 0; \yzdm = 0; wl '^ aY. 

Zwei von diesen Gleichungen zeigen, dafs die Axe eine 
Hauptaxe für den Anfangspunkt, das heifst für die Pro- 
jektion des Angriffspunktes auf die feste Axe sein mufs; 
die beiden ersten Gleichungen zeigen , dafs der Stofs 
senkrecht zu der Ebene gerichtet sein mufs, welche die 
Axe und den Schwerpunkt enthält; aus der dritten er- 
giebt sich in Verbindung mit der letzten: 

ist nun k der Trägheitshalbmesser für eine Axe, welche 
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parallel der festen Axe durch den Schwerpunkt geht, 
so ist 

die gesuchte Bedingung ist also 

^ ^ ''^1 + — ' (3) 

Ist die Axe gegeben und soll der Stofs bestimmt 
werden, so mufs man zuerst einen Punkt der Axe be- 
bestimmen, für den dieselbe Hauptaxe ist, falls es einen 
solchen giebt (61); eine durch diesen Punkt senkrecht 
zur Axe gelegte Ebene enthält die Stofskraft, die senk- 
recht auf einer durch den Schwerpunkt und die Axe ge- 
legten Ebene steht und diese in einem Punkte schneidet, 
welcher Mittelpunkt des Stofses heifst; seine Entfernung 
von der Axe wird durch (3) bestimmt. Ist der Körper 
in Bewegung, so kann er durch einen Stofs, der den 
Mittelpunkt des Stofses trifft, zur Buhe gebracht werden, 
ohne dafs die Axe einen Stofs erhält. 

Erhält die Axe keinen Stofs, so würde sie fehlen 
können, ohne dafs der Beginn der Bewegung dadurch 
verändert würde. Ist die Axe eine Hauptaxe und Z = 0, 
so wird der Stofs auf eine Einzelkraft reduciert, welche 
im Anfangspunkte angreift, so dafs die Axe fehlen kann, 
wenn nur dieser Punkt fest ist. Gehört die Axe nicht 
zu dem in 61 bestimmten Linienkomplex, so giebt es 
keinen Mittelpunkt des Stofses. 



Fortsetzung der Bewegung. 

W. Bei der fortgesetzten Bewegung bestimmen wir 
nun die Zunahme der Winkelgeschwindigkeit im Zeitele- 
mente ganz ebenso, wie wir oben die durch den Stofs 
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hervorgerufene Winkelgeschwindigkeit bestimmten. Das 

Massenelement dm erhält eine Zunahme an Bewegungs- 

gröfse, welche gleich rdmda) ist, und deren Moment mit 

Bezug auf die Axe r^drado) beträgt; dadurch erhält man 

d^ ^dw _2Pp^ ... 

dt^ dt ~^ I ' ^^ 

wo üPp die Summe der Momente der bewegenden Kräfte 

mit Bezug auf die Axe bezeichnet. Sind die Kräfte 

Funktionen von tf, so dafs 

l^-<p{0), (5) 

SO erhalten wir durch Multiplikation mit 2d0 und Inte- 
gration : ^ 

1(0)'— w'l) = 2\y(e)d0, (6) 

wo 6>o die Winkelgeschwindigkeit bedeutet, welche Oq 
entspricht. Man sieht leicht, dafs man diese Gleichung 
mit Hülfe des Princips der lebendigen Kraft erhalten 
kann; den auf der linken Seite hat man den doppelten 
Zuwachs an lebendiger Kraft, während das Integral die 
ausgeführte Arbeit bestimmt. 

74. Das physische Pendel. Wirken keine anderen 
Kräfte als die Schwere, und ist die Axe horizontal, so 
haben wir das sogenannte physische oder zusammen- 
gesetzte Pendel. Wir werden sehen, dafs seine Bewegung 
dieselbe ist wie die, welche wir früher für das mathe- 
matische oder einfache Pendel gefunden haben. 

Es sei k der Trägheitshalbmesser für eine durch den 
Schwerpunkt gehende und der Umdrehungsaxe parallele 
Axe, während der Abstand der beiden Axen a betragen 
möge. Dann hat man 

7= M(k^ + a^). 
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Eine durch die Axe und den Schwerpunkt gelegte 
Ebene beschreibt den Winkel 0^ den wir von der verti- 
kalen Lage der Ebene aus rechnen wollen; ferner ist 

2Pp == Mga sin ; 

die Bewegungsgleichung ist also: 

Die Gleichung für die Bewegung des einfachen Pen- 
dels haben wir früher gefunden, aber wir können sie 
auch aus der hier gefundenen Gleichung ableiten, wenn 
wir Ä: = und a == l setzen , wo l die Pendellänge be- 
deutet; dadurch erhalten wir 

^ = |sinö. (8) 

Durch Vergleichung der beiden Ausdrücke ergiebt sich, 
dafs das physische Pendel wie ein einfaches von der Länge 

Z = a + ^ (9) 

a 

schwingt; l heifst die reducierte Pendellänge. 
Die Punkte der durch die Axe und den Schwerpunkt 
bestimmten Ebene, deren Entfernung von der Axe gleich 
der reducierten Pendellänge ist, heifsen Schwingungs- 
mittelpunkte. Zwischen diesen befindet sich , wie (3) 
zeigt, der der Axe entsprechende Mittelpunkt des Stofses, 
wenn ein solcher überhaupt existiert. 

Aus (9) ist ersichtlich, dafs der Schwerpunkt zwi- 
schen der Umdrehungsaxe und der Geraden liegt, welche 
die SchwinguDgsmittelpunkte enthält; da seine Entfer- 
nungen von den beiden Geraden das konstante Produkt 
k^ haben, so können die beiden Geraden vertauscht wer- 
den, so dafs die erstere der Ort für die Schwingungs- 
mittelpunkte wird, wenn man die letztere zur Drehungs- 

' 11 
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axe nimmt. Auf diese Eigenschaft gründet sich Katers 
Reversionspendel. 

Finden die Schwingungen statt um eine nicht hori- 
zontale Axe, so hat man nur in den Formeln g mit 
seiner senkrecht zur Axe gerichteten Komponente zu 
vertauschen. 

75. Druck auf die Axe während der Bewegung. Wir 

kehren nun zu der allgemeinen Aufgabe zurück, um den 
Druck auf die Axe während der Bewegung zu bestimmen. 
Diesen finden wir ebenso wie den Stofs bei Beginn der 
Bewegung, indem wir die äufseren Kräfte mit denjenigen 
Kräften, mit entgegensetztem Vorzeichen genommen, zu- 
sammensetzen, welche die Bewegung hervorrufen würden, 
wenn die einzelnen Teilchen frei wären. Auf das Element 
dm mit den Koordinaten ä*, t/, z wirken also die Kräfte 

^-S^)^"»' (^-S)'''"' (^-wy^^' 

setzen wir jetzt 

a; = rcosO^ y = rsmä^ also -j- ^= — i/o)^ -^ = xw >, 

SO erhalten wir, wenn wir beachten, dafs z konstant 

dz diZ 

d^x da) o d^y d<^ 9 

Dadurch ergeben sicli die Komponenten des Drucks nach 
den Axen: 

};Xdm -h ~y^M'\' o)'X,M; 

2Ydm — ^x,M+co^y^M; 
IZdm , 
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und die Kräftepaare: 

2! (yZ — zY) dm 4- -j- \ xzdm — ö;'-^ \ yzdm ; 

21 (zX — xZ) drn -\- -^Xyzdrn -\- w^\ xzdm ; 

2; {xY— yX) dm -^^[(x^ +y^) dm. 

Das letzte Paar ist der Bewegungsgleichung zufolge 
gleich Null. 

76. Permanente Drehungsaxen, Wenn nur der An- 
fangspunkt fest ist und keine äufseren Kräfte wirken, so 
wird die Bewegung sich um die z-Axe fortsetzen, als 
ob diese eine feste Axe wäre, wenn die beiden Kräfte- 
paare Null sind, d. h. wenn die 5; -Axe eine von den 
Hauptträgheitsaxen des festen Punktes ist; die Bewegungs- 
gleichung zeigt, dafs die Winkelgeschwindigkeit konstant 
ist. Die Hauptaxen des Punktes heifsen wegen dieser 
Eigenschaft auch die permanenten Drehungsaxen desselben. 
Soll der feste Punkt auch entbehrt werden können, so 
müssen auch die Komponenten des Drucks nach den 
Axen Null sein; daraus ergiebt sich 

^1 ^ 0; i/i = 0; 

der Punkt ist also der Schwerpunkt. Mithin: 

Beginnt die Bewegung eines freien Körpers 
als eine Drehung um eine der Hauptträgheits- 
axen des Schwerpunktes, so setzt die Bewe- 
gung sich, wenn keine äufseren Kräfte wirken, 
um dieselbe Axe mit konstanter Winkelge- 
schwindigkeit fort. 

Die Hauptaxen des Schwerpunktes heifsen deshalb 

auch die natürlichen Drehungsaxen. 

11* 
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Anwendyngen. 

1. Bestimme für ein physisches Pendel alle dieje- 
nigen Axen, welche für kleine Schwingungen dieselbe 
Schwingungszeit haben. 

2. Bestimme diejenige Axe eines physischen Pen- 
dels, für welche die Schwingungszeit für kleine Schwin- 
gungen so klein wie möglich ist. 

3. Ein schwerer Stab, der als eine Linie betrachtet 
werden kann, schwingt um eine horizontale durch den 
einen Endpunkt gehende Axe. Seine Länge ist 3a, sein 
Gewicht mg^ und seine Dichtigkeit ist der Entfernung 
vom Aufhängungspunkt proportional. Bestimme die re- 
ducierte Pendellänge und den Druck auf die Axe. 

4. Ein homogener Stab schwingt um seinen einen 
Endpunkt in einer vertikalen Ebene. Wie mufs ein Aflfe, 
der auf dem Stabe klettert, sich auf diesem bewegen, 
damit die Beschleunigung der Winkelgeschwindigkeit 
konstant bleibt? 

5. Eine homogene Kugel schwingt um eine feste 
äufsere Axe, weil sie von einem festen Punkte, der in 
einer durch den Mittelpunkt der Kugel gehenden und 
senkrecht auf der Axe stehenden Ebene liegt, nach dem 
Newtonschen Gesetze angezogen wird. Wie bestimmt 
man die Bewegung? 

6. Zwei gleich lange schwere Stäbe sind an ihrem 
einen Ende durch ein Scharnier verbunden, an dem 
anderen durch einen dünnen undehnbaren Faden. Das 
System, welches ein gleichseitiges Dreieck bildet, rotiert 
mit der Winkelgeschwindigkeit cd um eine feste senk- 
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rechte Axe, die mit der Höhe des Dreiecks zusammen- 
fällt. Wie bestimmt man die Spannung des Fadens? 

7. Wo hat man einen kleinen Körper von gegebener 
Masse auf der Geraden, welche den Aufhängungspunkt 
eines Pendels mit dem Schwerpunkt verbindet, anzu- 
bringen, um die reducierte Pendellänge so viel wie mög- 
lich zu verkleinern? 

8. Ein homogener Umdrehungskörper rotiert mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit w um eine freie Axe, 
welche durch den Schwerpunkt geht und mit der Axe 
des Körpers den Winkel $ bildet; man bestimme die 
Kräfte. 

Wenn die Axe fest wäre und keine äufseren Kräfte 
wirkten, so würde die Winkelgeschwindigkeit konstant 
sein; man findet deshalb die gesuchten Kräfte, wenn 
man die Reaktion der festen Axe bestimmt. Nimmt 
man den Schwerpunkt zum Anfangspunkt, die Drehungs- 
axe zur 2:-Axe, so zeigen die in 75 gefundenen Formeln, 
dafs die Reaktion auf ein Kräftepaar reduciert wird, 
dessen Komponenten nach der x- und y-Axe 

(o^\ yzdm ; — ^e> '^ \ xzdm 
sind. 

Da dieses Kräftepaar der Drehung folgen mufs, so 
können wir uns damit begnügen, dasselbe für eine be- 
sondere Lage zu bestimmen. Wir nehmen deshalb an, 
dafs die Axe des ümdrehungskörpers in der a?0-Ebene liegt; 
wegen der Symmetrie wird dann das erste Integral gleich 
Null. Drehen wir das Koordinatensystem, so dafs die 
Axe des Körpers die neue 2:- Axe wird, so erhalten wir 

xz = (j?i cos — s'i sin 0) (x^ sin -{- z^ cos ß) 

= (x\ — z\) sin ^ cos ^ 4- x^^z^ cos 2Ö. 
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Integrieren wir nach Multiplikation mit dm, so fallt 
das letzte Integral wegen der Symmetrie fort, und wir 
erhalten für das gesuchte Kräftepaar 

K = {A— C)a}^ sine cos 0, 

wo A und C zwei Hauptträgheitsmomente des ümdre- 
hungskörpers sind. 
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ACHTES KAPITEL. 
Bewegung eines einzelnen Körpers. 



Beginn der Bewegrung. 

77. Der freie Körper. Wir wollen uns einen Körper 
von der Masse m in einem beliebigen Bewegungszustande 
denken und die instantanen Kräfte suchen, welche den 
Körper aus der Euhe in diesen Zustand würden bringen 
können; diese Kräfte sind die statische Summe aus den 
Bewegungsgröfsen der Massenteilchen. 

Die Elementarbewegung des Körpers läfst sich aus 
einer Translation und einer ßotation, deren Axe den 
Schwerpunkt enthält, zusammensetzen. Die gesuchten 
Kräfte sind nun die statische Summe derjenigen Kräfte, 
welche die zusammensetzenden Bewegungen einzeln her- 
vorrufen können (Grundsatz I). 

Bei der Translation haben alle Massenteilchen 
eine gemeinsame Geschwindigkeit u. Das Massenelement 
dm hat die Bewegungsgröfse udm, und die statische 
Summe aller Bewegungsgröfsen ist eine Bewegungsgröfse 
mii^ welche im Schwerpunkt angreift und die Richtung 
der Translation besitzt. Also: 

Eine Kraft, welche einem Körper eine 
Translation u erteilen soll, mufs im Schwer- 
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punkte angreifen, die Richtung der Transla- 
tion und die Gröfse mu besitzen. 

78. Um die Kräfte zu finden, welche die Rotation 
CO hervorbringen können, nehmen wir den Schwerpunkt 
zum Anfangspunkt und die Rotationsaxe zur 2:-Axe, in- 
dem wir die positive Richtung dieser so wählen, dafs lo 
positiv wird. Die Bewegungsgröfse des Massenelements 
hat folgende Komponenten nach den Axen: 

— a)ydm\ ü)xdm\ 0. 

Durch Verlegung an den Anfangspunkt und Summation 
erhalten wir eine Einzelkraft mit den Komponenten 

— co\ydm'^ a)\xdm\ 0, (1) 

und ein Kräftepaar mit den Komponenten 

— a}\ ivzdm ; — co \t/2drn ; ü)\(a;^ -\- y^)dm. (2) 

Die Einzelkraft fällt fort, da der Schwerpunkt An- 
fangspunkt ist; die Kräftepaare setzen wir so zusammen^ 
dafs wir zwei erhalten, nämlich, wenn I dafs Trägheits- 
moment in Bezug auf die ^-Axe bedeutet, 

H = wl (3) 

mit der Axe auf der 2-Axe, und 



K = 0}V{\ ^zdm) 2 + ( ^ yzdm) 2 (4) 

mit der Axe in der Ä7/-Ebene. Diese beiden lassen sich 
wieder zu dem resultierenden Kräftepaar 

zusammensetzen, welches mit co den Winkel ^ bildet, 
der bestimmt ist durch 

H K 

cos ^ == -F^ oder sin ^ = ~ . (6^ 

Da H positiv ist, so ist ip immer ein spitzer Win- 
kel; derselbe wird nur Null für if^» 0, also wenn die 
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Rotationsaxe eine von den Hauptträgheitsaxen des Schwer- 
punktes ist. Also: 

Rotation um eine durch den Schwerpunkt 
gehende Axe wird von einem Kräftepaar hervor- 
gerufen, dessen Axe im allgemeinen einen 
spitzen Winkel mit der Rotation bildet und 
nur mit dieser zusammenfällt, wenn die Rota- 
tionsaxe eine von den Hauptträgheitsaxen des 
Schwerpunktes ist. Ist dies der Fall, so findet 
man die Winkelgeschwindigkeit, wenn man 
das Moment des Kräftepaares durch das Träg- 
heitsmoment dividiert. 

79. Um die augenblickliche Axe zu finden, wenn 
das Kräftepaar gegeben ist, zerlegen wir dieses nach den 
drei Hauptaxen. Die Komponenten seien 

i, M, N. 
Wenn diese einzeln wirkten, so würden sie, wenn A, B 
und C die Trägheitsmomente sind, die Rotationen 

L M N 

hervorrufen, welche dieselben Richtungen wie die ent- 
sprechenden Kräftepaare haben. Da man nun bei der 
Zusammensetzung von Rotationen in Wirklichkeit die 
Geschwindigkeiten der einzelnen Punkte zusammensetzt, 
so mufs nach unserem ersten Grundsatz das Kräftepaar 
G mit den Komponenten L, M, N eben die Rotation o) 
mit den Komponenten />, q, r hervorbringen. Der Winkel 
zwischen o) und G wird bestimmt durch 
■ cos ^ = l^±^±^ = Ap^ + Br+Cr^ ^g^ 



0) 



G wG 



Der Dividend des letzten Quotienten ist gerade das 
Doppelte von der lebendigen Kraft des Körpers; man 



170 



hat Dämlich, wenn die augenblickliche Axe die Winkel 
a, /9, y mit den Hauptaxen bildet, 

p = ö;cosa; g = ö>cos^; r = cwcos;'; 
der Dividend wird also 

{A cos« a^ B cos2 ß -f Ccos« j) o)^ = /o>2 , 
und dies ist gerade das Doppelte der lebendigen Kraft, 
die wir mit Q bezeichnen wollen; Q kann man auch 
folgende Form geben: 

7 2 ^2 JV« 

8#. Poinsot hat eiae elegante geometrische Bestim- 
mung der augenblicklichen Axe gegeben, indem er ge- 
zeigt hat, dafs dieselbe im Centralellipsoid konjugierter 
Durchmesser zu der Ebene des Kräftepaares ist. 

Sind die Hauptaxen die Koordinatenaxen , so hat 
das Centralellipsoid die Gleichung 

Aa:'' + By^ -f Cz'^ = 1. 

Die ßerührungsebene mit dem Berührungspunkt 

d^x't Vi'» ^\) hat die Gleichung 

Axx^ -f- Byy^ + Czz^ = 1 ; 
soll diese Ebene mit der des Kräftepaares zusammen- 
fallen, deren Richtungscoss. den Gröfsen L, M, N oder 
Ap, Bq^ Cr proportional sind, so mufs 

p q T 

^1 "" 2/i "" ^1 
sein, woraus hervorgeht, dafs die augenblickliche Axe 

mit dem an den Berührungspunkt gezogenen Radius- 
vektor zusammenfallt. Also: 

Legt man die Ebene des Kräftepaares als 
Berührungsebene an das Centralellipsoid, so 
ist der an den Berührungspunkt gezogene 
Durchmesser augenblickliche Drehungsaxe. 
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Für die Winkelgeschwindigkeit hat man 



^ = |/p>i + j« + rV = |/_4-_ + _. (10) 

Die .Richtungscosinus der Berührungsebene sind 
L M N ^ Ap Bq Cr 

nripr =- =• 

ö ' ö ' G ^^^^ G ' G' ö ' 
pithin ist ihre Entfernung vom Mittelpunkt 



/>cos^ = A = — ^ ^ — '■ =- -^, (llj 

wo p den an den Berührungspunkt gezogenen Radius- 
vektor bedeutet. Hieraus erhält man durch Vergleichung 
mit (8): _ 

ö> = /> VQ* (12) 

Aus (10) ergiebt sich, dafs die Winkelgeschwindig- 
keit dem Kräftepaar proportional ist , so lange dieses 
seine Richtung behält, aus (11), dafs ein Kräftepaar von 
gegebener Gröfse die gröfste lobendige Kraft erzeugt, 
wenn h so grofs wie möglich ist, also wenn die Axe des 
Kräftepaares mit der gröfsten Axe des EUipsoids zusam- 
menfallt. 

81. Der Körper hat einen festen Punkt. Nimmt 
man den festen Punkt zum Anfangspunkt, so wird die 
statische Summe der Bewegungsgröfsen wie bei dem 
freien Körper bestimmt ; die Einzelkraft wird jedoch 
nicht Null, sondern 



P = <ym|/^2^^2 _ ^^md, (13) 

wo ^1 und yi die Koordinaten des Schwerpunktes, und 
d seinen Abstand von der augenblicklichen Axe bedeuten. 
Diese Kraft bestimmt die Reaktion des festen Punktes 
beim Stofse; aus ihren Komponenten ersieht man, dafs 
eben sie es ist, welche dem Schwerpunkt seine Bewegung 
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geben würde, wenn derselbe die Gesamtmasse des Kör- 
pers enthielte, ein Resultat, welches zu dem Princip von 
der Bewegung des Schwerpunktes stimmt. 

Wenn ein Körper einen festen Punkt hat, so wird 
das Gleichgewicht durch die drei Momentengleichungen 
(Statik, 65) bestimmt. Auf den Körper mufs deshalb, 
damit er die gegebene Rotation erhält, ein Kräftepaar 
wie das oben bestimmte wirken. Ist das Kräftepaar ge- 
geben, so wird die Rotationsaxe und die Winkelgeschwin- 
digkeit ganz wie beim freien Körper bestimmt, nur treten 
die Hauptaxen des festen Punktes mit den entsprechenden 
Trägheitsmomenten an Stelle derjenigen des Schwer- 
punktes. Das Resultat unserer Untersuchung ist also 
folgendes : 

Wirken auf einen Körper mit einem festen 
Punkt in einem gewissen Augenblick gegebene 
Stofskräfte, so verlege man diese an den festen 
Punkt; dadurch erhält man eine Einzelkraft 
und ein Kräftepaar; das letztere bestimmt die 
Rotation nach den Formeln (7) oder nach dem 
Satz von Poinsot. Der Stofs gegen den festen 
Punkt ist die geometrische Differenz zwischen 
der Einzelkraft und P ((13)). Ist die Einzelkraft 
gleich P, so kann man den festen Punkt fortnehmen, 
ohne dafs die Rotation verändert wird. 



Fortsetzung der Bewegung. 

82. Da wir bei einem freien Körper die Bewegung 
des Schwerpunktes für sich, und ebenso die Bewegung 
des Körpers um den Schwerpunkt für sich betrachten 
können, so wollen wir nur die Bewegung eines Körpers 
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um einen festen Punkt untersuchen. Wir nehmen an, 
däfs der Körper durch ein instantanes Kräftepaar G die 
oben bestimmte Rotation cd empfangen habe, und wollen 
nun die Bewegung im nächsten Zeitelemeitt untersuchen 
unter der Voraussetzung, dafs keine neuen Kräfte wirken. 

Zuerst suchen wir die Bedingung dafür, dafs der 
Körper seine Rotation im nächsten Zeitelement behält. 
Ist dies der Fall, so mufs jedes Massenelement einen 
kleinen Kreisbogen mit der Geschwindigkeit (dt beschrei- 
ben, wo r der Radius des Kreises ist, das heifst der 
Abstand des Teilchens von der Rotationsaxe ; dm mufs 
dann von einer Kraft mhdm beeinflufst werden, welche 
gegen den Mittelpunkt des Kreises gerichtet ist. Wir 
fügen deshalb bei jedem Massenelement eine solche Kraft 
hinzu und die ebenso grofse, aber entgegengesetzte Cen- 
trifugalkraft , welche vom Mittelpunkt des Kreises aus 
gerichtet ist. Die Wirkung des ersten Systems besteht 
wie wir wissen darin, dafs die Rotation unverändert 
bleibt; die Wirkung des zweiten Systems (welches Poinsot 
die durch die Bewegung entwickelten Centrifugalkräfte 
nennt) finden wir, wenn wir die statische Summe der 
Kräfte und die von diesen in der Zeit dt hervorgerufene 
unendlich kleine Rotation suchen. Setzen wir diese mit 
der ursprünglichen Rotation zusammen, so finden wir 
nach unserem ersten dynamischen Grundsatz die wirkliche, 
im zweiten Zeitelement stattfindende Rotation. 

Die Zusammensetzung der Centrifugalkräfte wird 
erleichtert, wenn man beachtet, dafs man eine der auf 
dm wirkenden Gentrifugalkraft gleiche Kraft erhält, - wenn 
man die Bewegungsgröfse dieses Elements mit m multi- 
pliciert und um einen rechten Winkel in der der Rota- 
tion entgegengesetzten Richtung dreht. Durch die 
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Znsammeosetzang erhUt man also eine Einzelkraft mP^ 
die in der jü^-Ebene liegt und gegen die Projektion 
des Schwerpunktes auf diese Ebene gerichtet ist. Ist 
der feste Pankt der Schwerponkt, so wird diese Kraft 
Nall; ist er nicht der Schwerpunkt, so bestimmt sie den 
Dmck auf diesen. 

Was das resultierende Kräftepaar betrifft, so wird 
die Komponente desselben nach der r-Axe Tsvil^ da alle 
Kräfte die Axe schneiden. Deshalb wird das Kräftepaar 
auf ein Kräftepaar wK rednciert, das in der j^^-Ebene 
liegt, dessen Richtung man findet, wenn man K um 
einen rechten Winkel in dem der Rotation entgegen- 
gesetzten Sinne dreht, und das deshalb in seiner Ebene 
in der Richtung KGm dreht. Ist die Axe eine Haupt- 
axe, so ist K Null und die Rotation wird nicht verändert. 

Das Kräftepaar €oK steht senkrecht auf K und auf 

der 2-Axe, also auch auf &, das in der Ebene jener liegt. 

Die Ebene des Kräftepaares fallt deshalb zusammen mit 

der Ebene, welche Ton der Rotationsaxe und der Axe 

Ton G bestimmt wird. Die 6r5fse des Kräftepaares 

beträgt ((6)) 

foK = mG sin ip , (14) 

wo f den Winkel zwischen G und {o bedeutet. Wir 
haben also den ?on Poinsot bewiesenen eleganten Satz: 

Das durch die entwickelten CentrifugaU 
kräfte bestimmte Kräftepaar wird der Gröfse 
und Lage nach durch das von a» und G als 
Seiten bestimmte Parallelogramm dargestellt. 

Das Kräftepaar dreht, wie wir oben sahen, von G 
nach Ol. 

Nun wollen wir die Rotation bestimmen, welche 
dieses Kräftepaar in der Zeit dt hervorruft; wir suchen 
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deshalb die Komponenten desselben nach den Hauptaxen 
oder, wenn wir diese jetzt zu Koordinatenaxen nehmen, 
die Projektionen des Parallelogramms auf die Koordinaten- 
ebenen. Die positiven Richtungen der Axen wählen wir 
so, dafs ein Kräftepaar, welches von X nach Y dreht, 
eine Axe erhält, die nach Z gerichtet ist. Sind G und 
ü) vom Anfangspunkte aus abgetragen, so erhalten ihre 
Endpunkte beziehungsweise die Koordinaten 

X, Ji, iV; p, q, r, 

und die Projektionen des Parallelogramms (die positiv 
sind, wenn der Winkel von der Projektivn von 6rbis zur 
Projektion von co positiv ist) werden 

Mr — Nq ; A^ — Lr ; Lq — Mp , 
oder 

{B — C)qr\ [C'-A)rp\ (A-B)qp. 

Diese Kräftepaare erzeugen in der Zeit dt um die 
drei Axen die Rotationen 

B—C . C-^A . A^B , 
— - — qrdt ; — ^— rpdt ; — ^ — qpdt . 

Diese Rotationen sind die Zunahmen, welche /?, q 
und r in der Zeit dt erfahren, also erhalten wir: 

, S^f-{C-A)rp, \ (15) 

Wenn gleichzeitig ein äufseres Kräftepaar mit den 
Komponenten ij, 3/^ , N^ wirkt, so bringen diese in 
der Zeit dt die Rotationen 

fydt; ^dt; ^dt 
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hervor, und man erhält dann die Eulerschen Glei- 
chungen: 






(16) 



83. Die gefundenen Gleichungen bestimmen /?, q 
und r als Funktionen von t Um nun die Lage des 
Körpers im Kaume zu bestimmen, suchen wir die Winkel, 
welche die Hauptaxen mit den Axen eines willkürlich 
gewählten festen rechtwinkligen Systems bilden. Haben 
die Axen des letzteren die positiven Richtungen X, F, Z, 
während X^, Y^, Z^ die positiven Richtungen der Haupt- 
axen sind, so können wir, um die Lage dieser zu be- 
stimmen, die drei von Euler angewandten Winkel 
e = (ZZJ; <p = (A^^,); ^ = (iVX) 
benutzen, worin A' die positive Richtung der Durch- 
schnittslinie zwischen den Ebenen X-^ Y^ und X Y bedeutet. 
Eine Rotation des Körpers läfst sich dann in die drei 

Rotationen 

dS ^ d(p ^ d(p 

H' H' ~di 
zerlegen, deren Axen beziehungsweise A^, Z^ und Z sind. 
Die Summe der Projektionen dieser Rotationen auf X^ 
mufs p sein, so dafs 

p = ^cos(A^X,) + ^cos(Z,X,) + ^cos(ZJC;); 

auf ähnliche Weise erhält man analoge Ausdrücke für 
q und r. Werden die in diesen Ausdrücken vorkom- 
menden Winkel durch ß, (p und (p ausgedrückt, so erhält 
man die Gleichungen 
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de , . ^ , dS 
p = cos jßi ^ 4 sin ^ sm ^ -^ ; 

dd . . ^ dd) 
q = — sm^ — -f sin^cosjp-^; 



(17) 



die zur Bestimmung der drei gesuchten Winkel dienen. 



Besondere Untersuoliung des Falles, wo keine 

ätillseren Kräfte wirken. 

84. Wir haben gesehen, dafs die bei der Bewegung 
entwickelten Centrifugalkräfte sich zusammensetzen lassen 
zu einer Einzelkraft, welche die Bewegung nicht beein- 
flulst, und einem Eräftepaar, das der Gröfse und Lage 
nach durch das von co und G als Seiten bestimmte 
Parallelogramm dargestellt wird. Wir haben die Kompo- 
nenten der von diesem Kräftepaar in der Zeit dt erzeugten 
unendlich kleinen Rotation gefunden, und aus den Aus- 
drucken für diese Komponenten ist ersichtlich, dafs die 
Rotation senkrecht auf G steht. Das läfst sich auch 
folgender mafsen erkennen : die Axe der Rotation ist 
der Ebene mG konjugiert; da diese Ebene die Rotation 
€o enthält, welche der Ebene von G konjugiert ist, so 
mufs die Ebene von G den Durchmesser enthalten, 
welcher der Ebene (oG konjugiert ist; die Axe der un- 
endlich kleinen Rotation liegt also in der Ebene von G 
und steht deshalb senkrecht auf der Axe von G. 

Hieraus folgt, dafs die kleine Rotation durch ihre 

Zusammensetzung mit <o die Projektion von a> auf G 

nicht verändern kann, ein Resultat, dafs sich übrigens 

unmittelbar folgern läfst aus (8) in Verbindung mit den 

12 
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Sätzen von der Erhaltung der lebendigen Kraft und von 
der Momentensumme der Kräfte in Bezug auf durch den 
festen Punkt gehende Axen. Mithin: 

Die Projektion von lo auf G ist während 
der ganzen Bewegung konstant. 

Da nun die Gleichung 

weil Q konstant ist, zeigt, dafs cd in einem konstanten 
Verhältnis zu dem an den Berührungspunkt gezogenen 
Radiusvektor steht, so dafs auch dessen Projektion auf G 
konstant ist, so läfst der Satz sich auch folgendermafsen 
ausdrucken: 

Legt man die Ebene des Kräftepaares als 
Berührungsebene an das Centralellipsoid, so 
behält sie während der ganzen Bewegung kon- 
stante Entfernung von dem festen Punkt. Da 
die Ebene zugleich konstante Bichtung hat, so 
bleibt sie während der ganzen Bewegung eine 
feste Ebene im Baume. 

Wir erhalten also ein sehr übersichtliches Bild der 
Bewegung. Da diese in jedem Augenblick eine Botation 
um den an den Berührungspunkt gezogenen Durchmesser 
ist, so besteht sie darin, dafs das Centralellipsoid 
ohne zu gleiten auf der im Kaume festen Be- 
rührungsebene rollt. Dadurch ist die Bewegung 
geometrisch bestimmt ; betreffs der Winkelgeschwindigkeit 
ist oben nachgewiesen, dafs sie dem an den Berührungs- 
punkt gezogenen Badiusvektor proportional ist. 

Die successiven Berührungspunkte oder Pole bilden 
auf dem EUipsoid diejenige Kurve, welche Poinsot 
Polo die genannt hat. Wir fanden früher (Kinematik, 
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42), dafs diese als Schnittkurve des Ellipsoids mit der 
Kegelfläche 

entstand, wo a, 6, c die Halbaxen bezeichneten, während 
p der konstante Abstand der .Berührungsebene vom Mit- 
telpunkt war; mit den hier benutzten Bezeichnungen 
verwandelt die Gleichung sich in 

Aa^{G^ — AQ) + Bi/^{G^--BQ)+Cz^{G^ — CQ) = 0. (19) 

Ist b der Gröfse nach die mittlere Halbaxe, so 
müssen a und c Grenzwerte für p sein, so dafs -4 Q und 
CQ Grenzwerte für G^ werden. Hat 6?*^ einen von 
diesen Grenzwerten, so rotiert das Centralellipsoid um 
seine gröfste oder kleinste Axe. 

8i. Ist das Centralellipsoid ein Umdrehungsellipsoid, 

so liegen die Punkte, deren Berührungsebenen konstante 
Entfernung vom Mittelpunkte haben, auf zwei Kreisen, 
deren Ebenen senkrecht auf der Figuraxe stehen. Der 
Berührungspunkt mufs auf dem einen von diesen 
Kreisen bleiben; er beschreibt auf der Berührungsebene 
einen zweiten Kreis, dessen Mittelpunkt die Projektion 
des Mittelpunktes der Ellipse ist. 

Da p konstant ist, so ist w auch konstant. Man 
sieht leicht, dafs die Figuraxe beständig in der Ebene 
ü)G liegt und einen konstanten Winkel mit der festen 
Berührungsebene bildet. Die augenblicklichen Axen 
bilden im Körper einen ümdrehungskegel um die Axe 
des Centralellipsoids und im Räume einen zweiten Kreis- 
kegel, dessen. Axe senkrecht auf der Berührungsebene 
steht. Während der Bewegung rollt der erste von diesen 

12* 
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Kegeln ohne zu gleiten mit konstanter Winkelgeschwin- 
digkeit auf dem zweiten. 

86. Ist der Abstand der Berührungsebene vom 
Mittelpunkt gleich der der Gröfse nach mittleren Halb- 
axe, ist also 

so reduciert sich der Kegel auf zwei durch die mittlere 
Halbaxe gehende Ebenen; die Polodie zerfallt also in zwei 
Ellipsen, deren kleinste Axen mit der mittleren Axe des 
EUipsoids zusammenfallen. Der Berührungspunkt bewegt 
sich, je nachdem die Rotation die eine oder die andere 
Umlaufsrichtung hat, auf den einen oder den anderen 
Endpunkt dieser Axe zu; später werden wir sehen, dafs 
er unendlich lange Zeit gebraucht, um den Endpunkt zu 
erreichen. Auf der Berührungsebene beschreibt der Be- 
rührungspunkt eine spiralförmige Kurve, welche sich der 
Projektion des Mittelpunktes asymptotisch nähert. 

Wir können uns nun auch eine Vorstellung von der 
Bewegung im allgemeinen bilden. Zwei Polodien können 
sich nicht schneiden, da sonst die an einen Schnittpunkt 
gelegte Berührungsebene zwei verschiedene Abstände vom 
Mittelpunkte haben müfste. Die beiden Ellipsen, welche 
wir oben fanden, teilen das EUipsoid in vier Teile, von denen 
jeder ein System von Polodien enthält; die äufsersten 
legen sich nahe an die begrenzenden Halbellipsen heran; 
sie werden dann allmählich kleiner, und ziehen sich gegen 
den in demselben Räume liegenden EUipsoidenscheitelpunkt 
zusammen. Ist Üer Raum zwischen den beiden Halb- 
ellipsen sehr schmal, so kann die Polodie sehr lang ge- 
streckt werden und doch sehr nahe an dem Scheitelpunkt 
vorbeigehen, so dafs die Rotation sehr wenig stabil ist, 



181 



obgleich deren Axe einen Äugenblick sehr nahe bei einer 
Hauptaxe liegt. In den beiden breiten Räumen sind die 
Polodien dagegen nahezu kreisförmig. Dieser. Fall tritt 
ein, wenn zwei von den Halbaxen des Ellipsoids nahezu 
gleich grofs sind. 

Die Bahn des Berührungspunktes auf der Berührungs- 
ebene ist in der Regel eine transscendente Kurve, die 
sich wellenförmig zwischen zwei koncentrischen Kreisen 
bewegt, deren Mittelpunkte auf die Projektion des EUip- 
soidenmittelpunktes fallen, und deren Radien Projektionen 
vom gröfsten und kleinsten Radiusvektor der Polodie sind. 
Die Kurve, welche von Poinsot Ser polodie genannt 
ist, kann mit einer verlängerten Epicykloide verglichen 
werden; sie kann wie diese in sich selbst zurückkehren 
oder sie kann allmählich den ganzen Kreisring ausfüllen. 



Integration der Oleichungen. 

87. Wir haben gefunden, dafs />, g und r bestimmt 
werden durch die Gleichungen 






(20) 



Zwei Integrale dieser Gleichungen können wir sofort 
bestimmen, nämlich die Gleichungen, welche ausdrücken, 
dafs die lebendige Kraft und dafs G konstant ist; diese 
Gleichungen leitet man leicht aus den Differentialglei- 
chungen ab, indem man sie addiert, nachdem sie bezie- 
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hungsweise mit p, q, r oder mit Ap, Bq, Cr muMpliciert 
worden sind. Auf die Weise erhält man 



P* + ?* + »•• = ö»'i I 



(21) 



wodurch p, q und r bestimmt sind, sobald <o gefunden ist. 
Die oben gefundenen Gleichungen ergeben: 



P' = ^ 



r« == 



{B + C)Q — G* — BCw* 
{A-B){C-Äy 

(C+ A)Q — G'' — CAa)^ 
(B-C)(A-B) 

{A + B)Q — G^ — ABtü^ 



(22) 



(C-A){B-C) 
Nun erhält man aus den drei Differentialgleichungen : 



'•' dt 



pqrl 



/B—C , C — A , A—B 



- + 






B 



+ 



) 



= — pqr 



(A^B){B—C){C^A) 
ABC 



oder wenn man p, q und r aus (22) entnimmt und 
(B + C)Q-G^ _ (C +A)Q-G* 



ÄC 



C^ 



(A + B)Q—G^ 



,2 



^Ä 



setzt, 



2d< 



i ''*'' 



(23) 



i/(<w»— «*) (^« — öl«) (6»*— r*) 

Die Zeit wird also durch ein elliptisches Integral 
bestimmt, welches von derselben Form ist wie dasjenige, 
das wir bei der Behandlung des konischen Pendels fanden, 
und welches sich durch das daselbst angewandte Verfahren 
auf die Normalform reducieren läfst. 

Die Gröfsen a^, ß^ und y^ sind sämtlich positiv; 
wir haben nämlich: 



a' 
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_ (B+C—Ä)Q + AQ--G^ 

BC ' 



_Q AQ-G\ 

_ Q AQ-G^ 
^ ^ A^ AB • 

Da nun unter der Voraussetzung, dafs A>^B>C 
ist, -4Q> 6r* sein mufs, und da das eine Trägheitsmo- 
ment nicht grörser sein kann als die Summe der beiden 
anderen, so sind die drei Gröfsen positiv. 

Schreiben wir die Gleichungen (22) in der Form 

, {A^B){C~A) , 

,, {B-^C)(A — B) , 

_ ( C^A){B-C) , 

~ ^ AB "^ ' 

so sehen wir, dafs w^ beständig kleiner ist als ß^, aber 
gröfser als «^ ^^j^j ^2^ Dadurch sind die Grenzen be- 
stimmt, zwischen denen w^ sich bewegt. Dann kennt 
man auch die Grenzen für p, und dadurch die beiden 
festen Kreise in der festen Berührungsebene, zwischen 
denen die zweite Polkurve, die Serpolodie, sich windet. 
Für die Bestimmung der Gleichung der letzteren Kurve 
kann die Bemerkung dienen , dafs für beide Folkurven 
dieselbe Relation zwischen p und der Bogenlänge exi- 
stieren mufs. 

88. Es giebt einen Fall, wo die Relation zwischen 
t und o) sich ohne elliptische Funktionen ausdrücken 
läfst. Ist nämlich G^ ^ BQ, so wird «« = r^ ^^^ 
man erhält 
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2t = ±^ ^-^^ 



{<^^-^)Vß^-oj'' 



die Polodie besteht in diesem Falle, wie früher gezeigt, 
aus zwei Ellipsen, und die kleine Axe jeder derselben 
fallt mit der mittleren Axe des Ellipsoids zusammen. 
Um einen von den Endpunkten dieser Axe, für welchen 

ö;^ = ^, zu erreichen, braucht der Pol eine Zeit, die, 

wie aus dem Integral hervorgeht, logarithmisch unend- 
lich ist. 



Anwendungen. 

1. Bestimme die Bewegung eines schweren homo- 
genen ümdrehungskörpers , der sich um einen in seiner 
Axe liegenden festen Punkt dreht (Gyroskop). 

Das Gewicht Mg des Körpers greift im Schwerpunkte 
an und hat in Bezug auf die Axe des Körpers, die eine 
Hauptaxe ist, das Moment Null. Ist A das Trägheits- 
moment in Bezug auf diese, und ^ = C, so zeigt die 
erste von den Eulerschen Gleichungen, dafs p konstant ist. 

Wir nehmen den festen Punkt zum Anfangspunkt 
und legen die 2: -Axe senkrecht, positiv nach unten. Ist 
(.r, y, z) der Schwerpunkt mit dem Abstand a vom 
festen Punkte, so hat man 

Ä?2 H-!/«+^2 = a2. (1) 

Die doppelte lebendige Kraft ist Ap^'\-B(q^'\-r^)\ 
da nun p den Schwerpunkt nicht bewegt, so ist das 
Quadrat der Geschwindigkeit dieses Punktes «^(j^-f r^). 
Nehmen wir an , dafs der Schwerpunkt für 2: = 7i ohne 
Geschwindigkeit ist, und setzen wir 

2ga^M == B/i, 
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so erhalten wir nach dem Princip der lebendigen Kraft 
dr* 4- dy'^ + dz^ = fJt{z—h) dt\ (2) 

Eine dritte Gleichung finden wir, wenn wir aus- 
drücken, dafs die Momentensumme der Bewegungsgröfsen 
mit Bezug auf die ^-Axe konstant ist. Wir finden diese 
Momentensumme, wenn wir die Kräftepaare Ap^ Bq und 
Br auf die <2-Axe pfojicieren; das erste giebt 

Ap — , 
a 

wo p positiv oder negativ sein kann. Die beiden anderen 

Bv 
Kräftepaare lassen sich zu einem von der Gröfse — zu- 
sammensetzen, wo V die Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes ist; dieses Kräftepaar liegt in der Ebene, welche 
durch den Anfangspunkt und die Geschwindigkeit v be- 
stimmt wird, und seine Gröfse kann ausgedrückt werden 

durch —z =- 1 wo J die Fläche des Dreiecks ist, welches 

a^ dt 

seine Spitze im Anfangspunkt hat, und dessen Grund- 
linie das vom Schwerpunkte beschriebene Bogenelement 
ist; die Projektion dieses Dreiecks auf die ^y- Ebene ist 
{(xdy — yda;)\ die gesuchte Projektion ist also 

B f dy dx\ 

so dal's man die Gleichung 

. z . B ( dy dai\ . h 

erhält, wo die Konstante dadurch bestimmt ist, dafs -^ 

dz "^ 

und -7- Null sind für z =- h. 
dt 

Die drei Gleichungen lassen sich schreiben: 
dx^ + dy^ = fi (z-r-h) dV^ — dz\ 
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xdy — ydx = -Kj-(h — z)di. 

Beliandelt man sie wie die analogen Gleichungen 
beim konischen Pendel, und sind k und k^ die zu A und 
B gehörenden Trägheitshalbmesser, so erhält man 

dt -= zk k] dz 

V2ffkl {z--^h)^{a^ — z^) ^ pn* (z — hy' 

Die Zeit wird also durch ein elliptisches Integral 
von der bereits mehrfach behandelten Form bestimmt. 
Der Schwerpunkt schwingt ebenso wie das konische 
Pendel zwischen zwei horizontalen Kreisen, von denen 
der obere durch z ^= h bestimmt wird. Mit der hier 
betrachteten besonderen Anfangsgeschwindigkeit bleibt 
die von Schwerpunkt' beschriebene Kurve normal zu dem 
oberen Kreise; das kann man aus dem Umstände schliefsen, 
dafs, wenn z—h unendlich klein ist, das Flächenelement 
wdy — i/da; von höherer Ordnung als dz wird. 

2. Ein homogener schwerer ümdrehungskörper von 
der Masse m endigt in eine Spitze, die auf einem glatten 
horizontalen Tische gleiten kann. Bei Beginn der Be- 
wegung hat der Körper keine andere Bewegung' als eine 
Rotation p um seine Axe; wie setzt die Bewegung sich 
fort? (Kreisel). 

Der Schwerpunkt mufs auf derselben Vertikalen 
bleiben; diese nehmen wir zur 2- Axe, die feste Ebene 
zur ^-Ebene. Der Schwerpunkt möge die Koordinate z 
mit dem Anfangswerte h haben. Die Spitze hat die 
Koordinaten a?, y, und einen Abstand a vom Schwer- 
punkt. Die Trägheitsmomente in Bezug auf die Haupt- 
axen des Schwerpunktes sind A und J5; die Rotation p 
bleibt wie bei der vorhergehenden Aufgabe konstant. 
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Der Ausdruck für die doppelte lebendige Kraft ist 

t 

q^ -I- ^2 läfst sich hier ebenso wie bei der vorhergehenden 
Aufgabe ausdrücken ; betrachtet man nämlich den Schwer- 
punkt bei der Rotation als fest, so mufs zu der wirk- 
lichen Geschwindigkeit der Spitze die Geschwindigkeit 
des Schwerpunktes mit entgegengesetzter Richtung hin- 
zugefügt werden; man erhält also die Gleichung 

^((S)'+(l)>'«+-»')(l)"=2^M.-»). 

Die beiden anderen Gleichungen sind dieselben wie 
bei der vorhergehenden Aufgabe; man erhält also: 

^2 _^y2 = a2 —^2, 

xdy — ydx == -^ (ä — z)dt, 

da>^ -1. dy^ = ?^ (z-h) i«* _ (l + ^\ dzK 

Hieraus ergiebt sich, wenn k und k^ die Trägheits- 
balbmesser sind, 



, ^Jz ^1 y^^i + ö* — ^^ d^ 

Man ersieht hieraus, dars z sich zwischen h und 
dem nächst kleineren Werte bewegt, der den Divisor 
zu Null macht. Gleichzeitig beschreibt die Spitze eine 
Kurve, welche sich zwischen zwei koncentrischen Kreisen 
windet, deren gemeinschaftlicher Mittelpunkt der Anfangs- 
punkt ist. Die Kurve erhält Spitzen, welche auf die 
kleinere Kreisperipherie fallen und in diesen Punkten 
normal zu ihr sind. 
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3, Bestimme die Bewegung eines Billardballes, wenn 
Rücksicht auf die gleitende Reibung genommen wird. 

Wir wählen ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
mit der Billardebene als ä^/- Ebene. Der Ball möge den 
Radius a, die Masse m und den Mittelpunkt (^, y, a) 
haben; die Komponenten der Rotation nach den Axen 
seien p, g, r und die Komponenten des Reibungswider- 
standes seien mX und mY\ dann sind die Bewegungs- 
gleichungen : 



dt ' ^ dt 'dt 



Durch Elimination von X und Y und Integration 

. , , . , dx dv 

ergiebt sich, wenn -r- = m, -^ = v, 

dt dt 

wo die Konstanten durch die Anfangswerte bestimmt 
sind. 

Uns fehlen noch zwei Gleichungen, und diese finden 
wir, wenn wir Ausdrücke für Richtung und Gröfse des 
Reibungswiderstandes' suchen; der niedrigste Punkt der 
Kugel erhält durch die Translation eine Geschwindigkeit 
mit den Komponenten u und r, durch die Rotation eine 
Geschwindigkeit mit den Komponenten — aq und ap; 
also in Wirklichkeit eine Geschwindigkeit mit den Kom- 
ponenten XI — aq und v -^ wp\ die dadurch bestimmte 
Richtung ist der der Reibung entgegengesetzt; dadurch 
erhält man, wenn man die Werte von /> und q einsetzt, 
eine Gleichung von der Form 

du X _^u — a 
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wo a und ß Konstanten sind; daraus folgt 

X u — a 

wo y eine dritte Eonstante bedeutet. 

Wir sehen also, dafs die beschleunigende Kraft kon- 
stante Richtung hat; aber auch ihre Gröfse ist konstant, 
da der Beibungswiderstahd nur vom Druck und dem 
Beibungskoefficienten abhängig ist; hieraus folgt dann, 
dafs die Bahn eine Parabel ist. Dies gilt jedoch nur so- 
lange, bis u=aq,v = — ap wird; dann hört die Reibung 
auf und die Bewegung setzt sich in gerader Linie fort. 
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NEUNTES KAPITEL. 
Sie relative Bewegnng. 



89. Oft ist es zweckmäfsig, die Bewegung eines 
Teilchens so zu betrachten, wie sie sich in einem Punkt- 
system, das selbst in Bewegung ist, zeigt. Das Teilchen 
kann beispielsweise an eine Kurve oder Fläche gebunden 
sein, die selbst sich in Bewegung befinden, und man 
kann dann die Bewegung auf eben dieser Kurve oder 
Fläche betrachten; allgemeiner kann man ein mit dem 
beweglichen System sich fortbewegendes Koordinaten- 
system betrachten, und nach der Bewegung des Teilchens 
in Bezug auf dieses fragen. Wir haben in der Kine- 
matik eine solche Bewegung relativ genannt und die 
absolute Bewegung eines Teilchens als zusammenge- 
tetzt betrachtet aus der relativen Bewegung und einer 
zweiten, der mitführenden Bewegung, welche durch 
Bewegung des bei der relativen Bewegung als fest be- 
trachteten Systems entsteht. Wir wollen uns die Resul- 
tate wieder vorführen, zu denen wir in der Kinematik bei 
Untersuchung der hier genannten Verhältnisse gelangten. 

99. Geschwindigkeit. Wir fanden, dafs die *Ge- 
schwindigkeit der absoluten Bewegung die Resultante 
der Geschwindigkeiten der zusammensetzenden Bewe- 
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guugen sei. Das ist folgendermarsea zu verstehen: wenn 
wir die Bewegung einen Augenblick innehalten lassen 
und vom Teilchen aus dessen Geschwindigkeit abtragen, 
so wie sie sich in der relativen Bewegung zeigen würde, 
und ebenso dessen Geschwindigkeit, so wie sie sich in 
der mitführenden Bewegung zeigen würde , wenn das 
Teilchen einen Augenblick mit dem beweglichen System 
fest verbunden wäre, so ist die wirkliche Geschwindigkeit 
des Teilchens gleich der geometrischen Summe der beiden 
abgetragenen Geschwindigkeiten. 

Betrachten wir z. B. ein Teilchen, welches sich in 
einer festen Ebene bewegt, so können wir Polar-Koordi- 
naten anwenden und die Bewegung des Teilchens auf 
einer Geraden betrachten, die sich um den Pol dreht 
und beständig mit dem Radiusvektor des Teilchens zu- 
sammenfällt. Dann ist -j- die relative Geschwindigkeit, 

de 
während r-j- die Geschwindigkeit der mitführenden Be- 
wegung ist. Die Resultante dieser beiden ist die absolute 
Geschwindigkeit. Die zusammensetzenden Geschwindig- 
keiten können auch betrachtet werden als die Kompo- 
nenten der Geschwindigkeit nach den Axen in einem 
beweglichen Koordinatensystem, dessen eine Axe mit dem 
Radiusvektor zusammenfällt, während die andere senk- 
recht darauf steht. 

Für die Bewegung im Räume können wir in ahn»- 
lieber Weise ein festes System von Polar-Koordinaten 
benutzen und ein bewegliches rechtwinkliges System, 
dessen eine Axe mit dem Radiusvektor zusammenfällt, 
während die andere senkrecht darauf in der durch (fj 
bestimmten Ebene steht. Die Komponenten der Ge- 
schwindigkeit sind dann 
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dr rdd , . ^dJf 

Tt^ W ""^ '•'^"^i- 

91. Wir haben in der Kinematik gesehen, dafs das 
bewegliche System sich während der Bewegung verändern 
kann, dafs man dann aber die einzelnen Punkte des 
Systems während dieser Bewegung mufs verfolgen können. 
Als Beispiel wollen wir die Bewegung betrachten, welche 
bestimmt ist durch die Gleichungen 

a =« at^ cos wt^; y = ht^s\Vio}t^^ 
yfo Qy b und cd konstant sind, während t^ und t^ die 
Zeit bedeuten. 

Eliminiert man t^ oder t^, so erhält man beziehungs- 
weise 

Der Ort des Teilchens ist also bestimmt durch ein Sy- 
stem von perspektivisch-ähnlichen Ellipsen und durch ein 
System von Geraden, die durch den Mittelpunkt gehen. 
Lassen wir ty^ konstant sein, so ist die relative Geschwin- 
digkeit auf der Ellipse bestimmt durch 

dx , . dy , 

-77 = — OQ)t sm ü)t; -^ == ba)t COS wt , 

at dt 

.während sich, wenn wir t^ konstant sein lassen, für die 

relative Geschwindigkeit auf der Geraden ergiebt: 

da: dy , . 

— - = a cos ö;< ; -^ = 6 sin cjt 

dt dt 

Es ist gleichgültig, welche der beiden Bewegungen man 

als mitführende Bewegung betrachten will; betrachtet 

man die durch die Veränderung der Ellipse hervorgerufene 

Bewegung als die mitführende, so sind die auf demselben 

Radiusvektor liegenden Punkte einander entsprechende 

Punkte der Ellipsen; betrachtet man dagegen die durch 
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Drehung des Radiusvektor erzeugte Bewegung als die 
mitführende , so liegen die sich entsprechenden Funkte 
auf derselben Ellipse. 

Die absolute Geschwindigkeit bestimmt man, indem 
man t^ und t^ gleichzeitig variieren läfst; ihre Kompo- 
nenten findet man also durch Addition der oben gefun- 
denen entsprechenden Komponenten. 

92. Beschleunigung. Wir fanden früher (Kine- 
matik, 30), dafs die Beschleunigung der absoluten Bewe- 
gung die Summe von drei anderen sei, nämlich von den 
Beschleunigungen der zusammensetzenden Bewegungen 
und von einer dritten, die, unter Benutzung der in der 
Kinematik gebrauchten Bezeichnungen, der Gröfse und 
Richtung nach bestimmt wird durch MNidfi. Für diese 
Gröfse fanden wir den Ausdruck 

2viü) sina, 
wo i?i die relative Geschwindigkeit ist, während a den 
Winkel bezeichnet, welche diese Geschwindigkeit mit der 
augenblicklichen Botationsaxe des mitführenden Systems 
bildet, und m die Winkelgeschwindigkeit der Rotation. 
Die Komponente ist senkrecht zur Rotationsaxe und der 
relativen Geschwindigkeit gerichtet, nach derselben Seite 
wie die Bewegung. 

Oft bestimmt man die dritte Komponente leichter, 
wenn man beachtet, dafs MNidt die geometrische Zu- 
nahme ist, welche B^Midt in zwei Zeitelementen erfährt; 
B^Midt ist aber der Gröfse und Richtung nach gleich 
der relativen Geschwindigkeit. 

Man bestimmt also die dritte Komponente 

der Gröfse und Richtung nach, wenn man das 

Doppelte der geometrischen Zunahme, welche 

13 
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die relative Geschwindigkeit durch die mit- 
führeude Bewegung in einem Zeitelement er- 
fährt, durch das Zeitelement dividiert. 

Die dieser Komponente entsprechende beschleunigende 
Kraft mit entgegengesetzter Richtung ist von Coriolis 
die zusammengesetzte Centrifugalkraft genannt. 

Man sieht leicht, dafs die geometrische Zunahme, 
welche die zusammengesetzte Centrifugalkraft bestimmt, 
die geometrische Summe der Zunahmen ist, die man 
erhalten würde, wenn man die relative Geschwindigkeit 
durch ihre Komponenten ersetzte. Diese Bemerkung 
kann oft dazu dienen, die Berechnung der zusammen- 
gesetzten Centrifugalkraft zu erleichtern. 

Als Beispiel wollen wir die Bewegung eines Teilchens 
in einer Ebene betrachten und Polar- Koordinaten benutzen. 
Die relative Bewegung des Teilchens auf dem Radiusvektor 

bestimmt dann die Beschleunigung jy . Verbindet man 

das Teilchen fest mit dem Radiusvektor, so beschreibt es 
einen kleinen Kreisbogen; die Beschleunigung dieser Be- 
wegung ist aus zweien zusammengesetzt, nämlich aus 

der tangentialen r -^ und der centripetalen — ^ ( 777 ) . 

Es bleibt noch übrig, die dritte Komponente zu finden. 

dv 
Die relative Geschwindigkeit -7- wird in der Zeit dt um 

einen Winkel dO gedreht und erhält dadurch die geome- 

dv 
trische Zunahme -j- dO ; die gesuchte Komponente ist 

dr dB 
also ^jr-TT mit derselben Richtung wie die oben gefun- 
dene tangentiale Komponente. Wir erhalten also bezie- 
hungsweise nach Radiusvektor und senkrecht darauf: 
d^r (dey ^ d^e , ^drdO l d / „dÖ\ 

5^-"UJ ^"* ''di^ + ^didi-VTtVTt)' 
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Als zweites Beispiel betrachten wir die Bewegung 
eines Teilcliens auf einer Kugel vom Radius r. Ein 
Hauptkreis dreht sich um seinen Durchmesser und be- 
schreibt den Winkel <p, während die Lage des Teilchens 
auf dem Hauptkreise durch den Winkel 0, der vom festen 
Durchmesser aus gerechnet wird, bestimmt ist. Für die 
relative Bewegung auf dem Hauptkreise erhalten wir 

dann die tangentiale Beschleunigung r-^-^ und die nor- 

(jQ 2 
-7- ) . Für die mitführende Bewegung erhalten 

wir r sin -r^ senkrecht zur Ebene des Hauptkreises, und 

— rsind (-^\ in der Ebene des Hauptkreises senkrecht 

zum Durchmesser. Dieselbe Bichtung wie die erste von 
diesen beiden erhält die dritte Komponente; die relative 

dß 

Geschwindigkeit ist r-r-; wenn diese sich um den Win- 
kel d^ um eine parallel zum festen Durchmesser durch 
den Anfangspunkt der Geschwindigkeit gelegte Axe dreht, 

dß 

so beschreibt ihr Endpunkt einen Bogen r-z-cos$d^; die 

dritte Komponente ist also 2rcosff-^-^^ Demnach 

erhalten wir: 
nach dem Badius (positiv nach aufsen) 

-'((S)'+''-(f)')--?^ ■ 

nach der Taugeute des Hauptkreises (positiv bei wach- 
sendem 0) 

senkrecht zur Ebene des Hauptkreises (positiv bei 
wachsendem ^) 

13* 
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dt^ dt dt sin dt dt 



93. Häufig will man gerade die relative Bewegung 
untersuchen; dann findet man die Beschleunigung der- 
selben, indem man von der Beschleunigung der absoluten 
Bewegung die beiden anderen Komponenten (geometrisch) 
subtrahiert. Das Resultat läfst sich folgendermafsen 
ausdrücken : 

Die relative Bewegung eines Teilchens läfst 
sich als absolute Bewegung behandeln, wenn 
zu den in jedem Augenblick wirkenden Kräften 
zwei fingierte Kräfte hinzugefügt werden: 
1) eine Kraft, die derjenigen gleich und ent- 
gegengesetzt ist, welche dem Teilchen die Be- 
wegung geben würde, die es im Augenblick, 
wenn es sich in relativer ßuhe befände, haben 
würde, und 2) eine Kraft, die sich ergiebt, 
wenn man die Masse des Teilchens mit der 
zusammengesetzten Cent rifugal kraft multi- 
pliciert, und deren Richtung derjenigen der 
geometrischen Zunahme der relativen Ge- 
schwindigkeit entgegengesetzt ist. 

Die dritte Komponente föUt fort in drei Fällen, 
nämlich 

1) wenn das Teilchen sich in relativer Ruhe befindet, 

2) wenn die relative Geschwindigkeit der augenblick- 
lichen Axe parallel ist, und 

3) wenn das bewegliche Koordinatensystem nur eine 
Translation hat. 

Der letzte Fall tritt häufig ein, da man oft einen 
von den Punkten eines bewegten Systems zum Anfangs- 
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punkte eines rechtwinkligen Koordinatensystems nimmt, 
dessen Axen konstante Richtungen haben. An jedem 
Teilchen muTs dann eine fingierte Kraft ange- 
bracht werden, die dem Teilchen eine Beschleu- 
nigung erteilt, welche der Beschleunigung des 
Anfangspunktes in der absoluten Bewegung 
gleich und entgegengesetzt ist. Wirken nur in- 
nere Kräfte, und ist der Schwerpunkt des Systems der 
gewählte Anfangspunkt, so fallt die fingierte Kraft fort. 

94. Nachdem die fingierten Kräfte hinzugefügt sind, 
läfst das Princip der lebendigen Kraft sich wie gewöhn- 
lich anwenden; die lebendige Kraft wird dann aus den 
relativen Geschwindigkeiten gebildet, und die ausgeführte 
Arbeit wird durch die relativen Bahnelemente bestimmt. 
Die zusammengesetzte Centrifugalkraft führt keine Arbeit 
aus , da sie normal zu der relativen Geschwindigkeit 
gerichtet ist. Ist die Bewegung des Koordinatensystems 
eine Translation, so lassen die hinzugefügten Kräfte sich 
zu einer zusammensetzen, welche der ganzen, im Schwer- 
punkt vereinigt gedachten Masse eine Beschleunigung 
erteilt, die der Beschleunigung des Anfangspunktes in 
der absoluten Bewegung gleich und entgegengesetzt ist; 
die Arbeit dieser Kraft bei der relativen Bewegung mufs 
dann zu der Arbeit hinzugefügt werden, welche die wirk- 
lichen Kräfte ausführen. 

Die Bedingung dafür, dafs das Princip der Flächen 
sich auf die relativen Bahnen anwenden läfst, ist die, 
dafs die hinzugefügten fingierten Kräfte den wirklichen 
Kräften das Gleichgewicht halten oder im Verein mit 
diesen eine durch den Anfangspunkt gehende Resultante 
ergeben. 
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95. Der wesentlichste Vorteil, welchen die voran- 
stchenden Betrachtungen mit sich bringen, besteht darin, 
dafs sie die sonst häufig sehr langwierigen Bechnungen, 
welche der Übergang zu einem neuen Koordinatensystem 
verlangt, erleichtern. Um z. B. die oben gefundenen Aus- 
drücke für die Beschleunigung nach Kadiusvektor und 
senkrecht darauf direkt zu finden, mufs man die Be- 
schleunigungen nach den Axen auf die beiden Richtungen 
projicieren, wodurch man erhält: 

d^x X (Py y , d^x y ä^y x ^ 

hierin hat man dann r und 6 mittels der Gleichungen 

^ = r cos ^ ; y = r sin ö 
einzuführen. 

Eine dritte und häufig die einfachste Methode be- 
steht in der Anwendung der zweiten Form von Lagranges 
Bewegungsgleichungen; hierbei kommt es nur darauf an, 
die allgemeinen Ausdrücke für die lebendige Kraft und 
die Arbeit aus den neuen Variablen zu bilden, und das 
ist in der Regel nicht schwierig, da in diesen nur Diflfe- 
rentialquotienten erster Ordnung vorkommen. Beispiel- 
sweise erhält man für die oben behandelte Aufgabe: 



^^=(S'+"(iT 



während der Zuwachs an Arbeit 

Rdr+Frde, 

beträgt, wo R und F die beiden erwähnten Komponenten 
der Beschleunigung bedeuten. 

Anwendungen. 

1. Bestimme die Bewegung eines schweren Teilchens 
von der Masse 1 an der Erdoberfläche, wenn die Anzie- 
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hung der Erde als die einzige wirkende Kraft betrachtet 
wird. 

Wir nehmen an, dafs die £rde eine aus homogenen 
koncentrischen Schalen bestehende Kugel sei und sehen 
von der Translation der Erdaxe ab, die ohne Einflufs ist, 
wenn wir die Anziehung der Sonne nicht mit in Betracht 
ziehen. Wir sehen gleichfalls ab von der geringen Va- 
riation der Erdaxe hinsichtlich der Richtung ; mit anderen 
Worten : wir betrachten die Erde als eine Kugel, die sich 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um eine feste, 
die Pole verbindende Axe dreht. 

Die Kraft, welche wegen der mitfährenden Bewegung 
iiinzugefügt werden mufs, ist die Centrifugalkraft, welche 
der Schwere entgegenwirkt und im Verein mit dieser 
dem Teilchen sein Gewicht, so wie wir es beobachten, 
erteilt. Dies Gewicht sei g\ für kleinere Ortsverände- 
rungen können wir dasselbe als der Gröfse und Richtung 
nach konstant betrachten. 

Wir haben also nur die zusammengesetzte Centrifu- 
galkraft zu bestimmen. Die ^-Axe legen wir senkrecht 
nach oben, die y-Axe wagerecht nach Süden und die 
Ä-Axe nach Osten. Ferner nehmen wir an, dafs wir 
uns auf der nördlichen Halbkugel unter einer geogra- 
phischen Breite b befinden. 

Die Komponenten der relativen Geschwindigkeit seien 

^, J^, -^; nun können wir, wie früher bemerkt, 
dt dt dt 

die zusammengesetzte Centrifugalkraft für jede von diesen 
einzeln suchen. 

Die erste ergiebt eine Kraft 2w-t^i deren Projek- 
tionen auf die y- und die z-Axe durch Multiplikation 
mit beziehungsweise sin b und cos b gefunden werden ; 
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durch eine ähnliche Untersuchung in Betreff der anderen 
Komponenten und durch Zusammensetzung der gefundenen 
Kräfte erhält man die gesuchten Gleichungen: 

Cb 3j dz dv 

-j-^ = — 2ai -TT cos ft--2ö>^ sin 6, 
dt^ dt dt 

d^y ^ dx . , 

d^z ^ dx , 

— =2<o^^C0Bb~g. 

Diese Gleichungen wollen wir integrieren unter der 
Voraussetzung, dafs das Teilchen vom Anfangspunkt 
ohne relative Anfangsgeschwindigkeit zu fallen beginnt. 
Dann erhalten wir zuerst: 

dx 

— = — 2öi (2 COS 6 + ?/ sin 6) , 

dt/ 



dt 
dz 



= 2a}xsin b^ 



= 2ö;a'C0s6 — gt. 



dt 
Werden y und z eliminiert, so folgt: 

Nun ist 

o) = 0,000073, 

so dafs das zweite Glied eine sehr kleine Gröfse wird; 
veruachlässigen wir dasselbe, so erhalten wir 

X = ^ wgt^ cos b 

und darauf mit demselben Grade der Annäherung 

y = 0; z ^ —kgt^' 

Wir sehen also, dafs beim Falle eine kleine Abwei- 
chung nach Osten stattfindet, während der Fall der Pro- 
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jektion des Teilchens auf die Senkrechte von der Bota- 
tion der Erde nicht beeinflufst wird. 

2. Unter denselben Bedingungen wie in der vorher- 
gehenden Aufgabe soll die Bewegung eines schweren 
Teilchens bestimmt werden, das an die ^-Ebene gebunden 
ist, und seine Bewegung im Anfangspunkte mit einer 
gegebenen Geschwindigkeit beginnt. 

3. Die relative Pendelbeweguug (das Foucaultsche 
Pendel). 

Wir nehmen den Aufhängungspunkt zum Anfangs- 
punkt und legen das Koordinatensystem wie oben; ist R 
die Spannung, so haben die wirkenden Kräfte die Kom- 
ponenten 

a a a ^ 

wo a die Pendellänge bedeutet. Wir erhalten also die 
Gleichungen 

-T:ö- + 2ö>sin6-^4-2ö>cos6-^+ R— = 0, 
dt^ dt dt a 

-jf^— 2ü) sin b-rr+R^ = 0, 
dt^ dt a 

dz dt/C z 

Für kleine Ausschläge können wir z =^ —a setzen, 
und wir erhalten dann aus der dritten Gleichung 

R = g — 2ö;COs6-^; 

nun verwandeln sich, wenn wir Glieder, welche wx oder 
(oy enthalten, vernachlässigen, die beiden anderen Glei- 
chungen in 

i^^V ex . , da? V d^x ^ ' idy qx 

-f- = 26>sin6-^ — ^^; -^ = — 2ö; sin 6-^ — ^. 
ar dt ^ a dv dt a 
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Setzen wir hier, wenn /9 == a + ö> sin fc . < , (« kon- 
stant), 

y = f cosy9 + Csin;?; x = — f sin^ + Ccos/?, 

so erhalten wir, da co^ verschwindend klein ist, 

Nehmen wir nun an, dafs, wenn « ==» ist 

f=ai; C=0; ^ = 0; ^ = aiö;8in6; ^ -= a, 
so ergiebt sich 

c = «i cos( |/^. t\\ C = aiö^sinft]/^— sin( |/-^. n. 

Diese Gleichungen zeigen, dafs die Bahn eine sehr 
lang gestreckte Ellipse ist, die sich mit dem Koordi- 
natensystem (f, C)i also mit der Winkelgeschwindigkeit 
CD sin 5 dreht. 

4. Bestimme die relative Bewegung eines schweren 
Teilchens, das ohne Anfangsgeschwindigkeit eine schiefe 
Ebene hinunterfallt, deren horizontale Kante senkrecht 
auf der Erdaxe steht. 

5. Ein gegebener Winkel dreht sich mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit um den einen senkrechten Schen- 
kel; bestimme die Bewegung eines schweren Teilchens, 
das an den anderen Schenkel gebunden ist. 

6. Ein schweres Teilchen ist an eine glatte Ebene 
gebunden, die sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
um eine in der Ebene liegende horizontale Axe dreht. 
Bestimme sowohl die relative wie die absolute Be- 
wegung. 
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7. Drei Teilchen mit gegebenen Massen bewegen 
sieh in derselben Ebene, indem sie sich nach dem New- 
tonschen Gesetze anziehen. Wie gestalten sich die Diffe- 
rentialgleichungen der Bewegung, wenn das eine Teilchen 
zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensy- 
stems genommen wird, dessen Axen konstante Sichtungen 
haben P 
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ZEHNTES KAPITEL. 



VermiscMe üntersuchuiigeii. 



über die Bewegung älinliclier Systeme. 

9«. Wenn wir in der Mechanik vollkommen wiU- 
kürliche Einheiten behalten hätten, so würden alle For- 
meln sich als homogen in Bezug auf jedes System von 
darin vorkommenden Gröfsen derselben Art erwiesen 
haben. Es ist uns jedoch bequemer gewesen, bestimmte, 
von einander abhängige Einheiten für Länge, Masse, 
Gewicht, Zeit, Kraft u. s. w. anzunehmen ; dadurch haben 
wir erreicht, dafs unsere Formeln einfacher geworden 
sind, aber andererseits haben wir uns dadurch den Vorteil 
entgehen lassen, den die Homogenität der Formeln hätte 
mit sich bringen können. Zu diesen Vorteilen würde 
namentlich der gehört haben, dafs Formeln, die für ein 
gewisses System gültig waren, audh für ein diesem ähn- 
liches System gültig gewesen wären. 

Wir wollen deshalb die Frage nach der Homogenität, 
die zuerst von Newton vollständig beantwortet worden 
ist, etwas näher untersuchen. Insbesondere wollen wir 
den Fall ins Auge fassen, wo man von einem Modell 
aus Schlüsse auf die fertige Maschine ziehen will. 
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Wir betrachten also zwei ähnliche materielle Systeme, 
deren lineares Verhältnis a ist. Da das Modell in der 
Regel aus demselben Material besteht wie die Maschine, 
so nehmen wir an, dafs homologe Punkte von derselben 
Dichtigkeit sind. Das Verhältnis homologer Volumina, 
Massen und Gewichte ist dann a^. 

Nehmen wir an, dafs homologe Teilchen von den- 
selben beschleunigenden Kräften angegriffen werden, so 
ist a? das Verhältnis der bewegenden Kräfte; dasselbe 
gilt dann für Druck und gleitende Reibung; für die rol- 
lende Reibung ist a^ das Verhältnis, da man annimmt, 
dafs die rollende Reibung dem Krümmungsradius umge- 
kehrt proportional ist. 

Der Ausdruck für eine Komponente der unveränderten 

beschleunigenden Kraft -j-^ zeigt , dafs das Verhältnis 

der Zeiten aS ist; dasselbe gilt dann für das Verhältnis 
der Geschwindigkeiten; für die lebendige Kraft und die 
Arbeit ist «* das Verhältnis. Für den Luftwiderstand, 
welcher der Fläche und dem Quadrat der Geschwindig- 
keit proportional ist, ist das Verhältnis a^ wie für die 
übrigen bewegenden Kräfte. 

Wir nahmen an, dafs die beschleunigenden Kräfte 
in homologen Punkten dieselben waren ; wird ein anderes 
Verhältnis vorausgesetzt, so findet man leicht die dadurch 
bewirkte Änderung der gefundenen Resultate. 



Über die Stabilität des Qleioligewiolits. 

97. Wenn ein System von materiellen Punkten, auf 
das gewisse Kräfte wirken, sich in Ruhe befindet, und 
man demselben eine sehr kleine lebendige Kraft mitteilt. 
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so kann es sich ereignen , dafs das System um die 
Gleichgewichtslage zu schwingen beginnt, so dafs es sich 
nur wenig von dieser entfernt. Dann nennt man das 
Gleichgewicht beständig oder stabil, während es im 
entgegengesetzten Fall unbeständig oder labil heifst 

Wenn die Teilchen sich von der Gleichgewichtslage 
auf Grund der mitgeteilten kleinen lebendigen Kraft ent- 
fernen, so führen die wirkenden Kräfte eine gewisse Ar- 
beit aus; ist diese negativ, so kann die Bewegung sich 
nicht fortsetzen, so wie sie begonnen ist, denn die mit- 
geteilte lebendige Kraft, welche wir uns so klein denken 
können, wie wir wollen, wird durch die negative Arbeit 
verbraucht. Hieraus schliefsen wir, dafs das Gleich- 
gewicht gewissen kleinen Verschiebungen der 
Teilchen gegenüber stabil ist, wenn die durch 
diese Verschiebungen von den wirkenden 
Kräften ausgeführte Arbeit negativ ist. Häufig 
ist das Gleichgewicht stabil für einige, labil dagegen für 
andere Verschiebungen. Ist es stabil für alle mit den 
gegebenen Bedingungen übereinstimmenden kleinen Ver- 
schiebungen, so nennt man es absolut stabil. 

Wir wollen im besonderen ein einzelnes Teilchen 
betrachten, das sich unter der Einwirkung gewisser Kräfte 
im Gleichgewicht befindet; diese Kräfte haben, wie wir 
annehmen, ein Potential U, das eine Funktion der Koor- 
dinaten des Teilchens ist. Erteilen wir diesen die kleinen 
Zunahmen A, A;, Z, so ist die Zunahme an lebendiger 
Kraft oder Arbeit 

nun ist in der Gleichgewichtslage 
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^-^=0- ^=0- ^=0 

0.2? öy dz 

SO dafs das Vorzeichen der Zunahme für hinreichend 
kleine h, k, l durch die in Klammern eingeschlossene 
Gröfse bestimmt wird. Legen wir den Anfangspunkt 
in die Gleichgewichtslage und setzen wir a, y, z für A, 
i, /, so ergiebt sich, dafs die Zunahme Null (unendlich 
klein von höherer als zweiter Ordnung) wird für Ver- 
schiebungen längs einer Erzeugenden der Kegelfläche 

Diese Kegelfläche teilt, wenn sie reell ist, den Raum in 
zwei Teile; geht man von dem einen dieser Teile über 
zu dem andern, so wechselt die Zunahme der lebendigen 
Kraft das Vorzeichen. Das Gleichgewicht ist also stabil 
oder labil, je nachdem man dem Teilchen kleine Ver- 
schiebungen in den einen oder andern der beiden Käume 
hinein erteilt. 

Soll das Gleichgewicht absolut stabil sein, so mufs 

die Kegelfläche imaginär werden, und ^-g- und die ana- 
logen müssen negativ sein. Die Gleichgewichtslage ent- 
spricht also einem Maximum von U. 

Man sieht leicht, dafs absolute Stabilität nicht statt- 
finden kann, wenn die wirkenden Kräfte in Anziehungen 
nach dem Newtonschen Gesetz, die gegen feste Mittel- 
punkte gerichtet sind, bestehen, und das Teilchen nicht 
in der anziehenden Masse liegt; in diesem Falle hat man 
nämlich (Statik, 111): 

d'^ü e^u d^v _ 

so dafs die drei Glieder nicht alle negativ sein können. 
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Kleine Schwingungen. 

98, Wir wollen annehmen , ' dafs ein System von 
Teilchen sich unter der Einwirkung gewisser Kräfte in 
einem Zustand stabilen Gleichgewichtes befinde , und 
versuchen die Schwingungen zu bestimmen, welche das 
System ausfuhren mufs, wenn wir es etwas aus der Gleich- 
gewichtslage herausbringen und darauf den Einwirkungen 
der gegebenen Kräfte, die nur von den Koordinaten ab- 
hängen, überlassen. Wir nehmen an, dafs die Lage des 
Systems durch gewisse von einander unabhängige Gröfsen 
Pi^ Pi • " P/^ bestimmt ist, und dafs diese so gewählt 
sind, dafs sie alle für die Gleichgewichtslage Null werden ; 
dann sind sie während der ganzen Bewegung sehr klein, 
und, wenn wir diese nur annähernd zu bestimmen suchen, 
können wir alle Glieder fortwerfen, welche in Bezug auf 
die Koordinaten von höherem als dem zweiten Grade sind. 
Dadurch erhalten wir ein System von linearen Gleichungen 
zweiter Ordnung mit konstanten Koefficienten ; dieselben 
sind von der Form 

und ihre Anzahl ist gleich der der neuen Koordinaten. 

Durch Integration dieser Gleichungen erhält man 
jede der ji Koordinaten ausgedrückt als eine Summe aus 
fiL Gliedern von der Form 

Äi.i.^isinCl/^i + a), 
wo ^1, a und die analogen Konstanten sind, die durch 
den Anfangszustand bestimmt werden, während r^ und 
die analogen die Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
vom Grade /a sind; von diesen sind wieder die Konstan- 
ten K abhängig. 
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Ein Teilchen, welches sich in der a-Axe so bewegt, dafs 
a = i4 sin (/r«4-«)i 

TT 

führt Schwingungen aus mit der Schwingungszeit -7=: ; hat 

Vr 

man ähnliche Ausdrücke für die beiden anderen Koordi- 
naten (mit demselben r), so führt das Teilchen eine pe- 
riodische Bewegung im Kaume mit derselben Schwin- 
gungszeit aus; deshalb kann man bei der allgemeinen 
Aufgabe das Resultat so ausdrücken, dafs das System 
Schwingungen ausführt, welche aus den fi Schwingungen 
zusammengesetzt sind, die beziehungsweise r^ , r^ -. - r^ 
entsprechen. 

Diese Auffassung, nach der kleine periodische Schwin- 
gungen als aus elementaren Schwingungen zusammen- 
gesetzt erscheinen, verdanken wir Daniel Bernoulli (Me- 
moires de Tacademie de Berlin, 1753). 

99. Wir wollen annehmen, dafs wir für dieselben 
Gleichungen die Variablen für verschiedene Systeme von 
Anfangswerten von ihnen und ihren Derivierten bestimmt 
hätten; ersetzen wir dann jede Variable durch die Summe 
der einzeln gefundenen Ausdrücke, so erhalten wir Werte, 
welche auch den linearen Differentialgleichungen genügen, 
und bei denen wir als Anfangswerte die Summe der ein- 
ander entsprechenden , einzeln benutzten Anfangswerte 
benutzen können. Man kann dies so auffassen, als ob 
die einzeln bestimmten Schwingungen sich über einander 
lagern ohne sich zu beeinflussen, eine Form der Betrach- 
tung, die in der mathematischen Physik von grofser 
Bedeutung ist. 
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Schwingende Fäden. 

!••. In der Statik haben wir die Gleichgewichts- 
bedingungen entwickelt für einen undehnbaren biegsamen 
Faden, auf den gewisse Kräfte wirken; aus den dort 
gefundenen Gleichungen lassen sich leicht die Gleichungen 
für die Bewegung eines solchen Fadens ableiten. Da die 
Gleichungen nämlich ausdrücken, das jedes Fadenelement 
für sich im Gleichgewicht ist, so brauchen wir, um zu 
den Bewegungsgleichungen überzugehen, nur nach d'Alem- 
berts Princip zu den wirkenden Kräften die Efifektivkräfte 
mit entgegengesetzten Vorzeichen hinzuzufügen; wir er- 
halten also, wenn wir die in der Statik benutzten Be- 
zeichnungen beibehalten, 

Im besonderen wollen wir diese Gleichungen auf den 
Fall anwenden, wo ein homogener Faden in seinem einen 
Endpunkt A befestigt ist und, indem er beispielsweise 
horizontal liegt, über eine kleine Rolle B läuft und ein 
Gewicht T trägt. In der Gleichgewichtslage ist dann T 
die Spannung in allen Punkten des Fadens; wir nehmen 
an, dafs das horizontale Fadenstück l sei, und dafs keine 
äufseren Kräfte wirken; die «-Axe legen wir so, dafs sie 
mit dem Faden zusammenfallt, und den festen Endpunkt 
des Fadens nehmen wir zum Anfangspunkt. 

Nun bringen wir den Faden dahin kleine Schwin- 
gungen auszuführen, bei denen er sich nur wenig von 
der Gleichgewichtslage entfernt ; da der Unterschied 
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zwischen einem unendlich kleinen Bogen und seiner Sehne 
von dritter Ordnung ist, so können wir annehmen, dafs 
alle Elemente des Fadens in Ebenen schwingen, die senk- 
recht auf AB stehen; dann haben wir 

da ^ da; ^ 

57^^' dt^^' 

dadurch ergiebt sich aus der ersten Bewegungsgleichung, 
dafs die Spannung konstant ist, während die beiden an- 
deren Bewegungsgleichungen werden: 

d^ _ Z^. <^ _Td^ 
dt^ ~' p dx^' dt^ " p dx^' 

Im besonderen wollen wir annehmen, dafs die Schwin- 
gungen in derselben Ebene vor sich gehen; logen wir 
die y-Axe in diese Ebene, und setzen wir T =^ pa^, so 
erhalten wir zur Bestimmung von y als Funktion der 
von einander unabhängigen x und t: 

dt"" dx^' 

Diese Gleichung wird wie bekannt integriert durch 

wo / und f> zwei willkürliche Funktionen sind. 
Für < = hat man 



diese Gleichungen dienen zur Bestimmung der willkürlichen 
Funktionen, wenn man die Kurve, welche der Faden bildet, 
und die Geschwindigkeit der einzelnen Punkte für t=^0 
kennt. ' 

Anwendungen. 

1. Bestimme das Verhältnis zwischen den Schwin- 
gungszeiten zweier einfacher Pendel von verschiedener 
Länge mit Hülfe des Ähnlichkeitsprincips. 
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2. Ein schwerer Körper, der sich um einen festen 
Punkt drehen kann , befindet sich im Gleichgewicht ; 
untersuche die Natur des Gleichgewichts. 

3. Wie müssen die Flächen der Segel sich bei zwei 
ähnlichen Schiffen verhalten, wenn diese unter übrigens 
gleichen Umständen gleich gut segeln sollen? Es werde 
angenommen, dafs der Widerstand des Wassers propor- 
tional der Fläche und dem Quadrate der Geschwindig-, 
keit sei. 

4. Ein Ellipsoid steht so, dafs seine Halbaxe c 
senkrecht gerichtet ist; ein schweres Teilchen, welches 
an das Ellipsoid gebunden ist, macht kleine Schwingungen 
um den tiefsten Funkt; man bestimme diese. 

Aus der Gleichung des Ellipsoids: 

läfst sich, wenn man verschwindende Glieder vernachläs- 
sigt, ableiten, dafs 

^ " 2 W^*V' 
nun ergiebt d'Alemberts Princip: 



hieraus folgt, da 



Sz=.f,Sa:+Pi, 



ist, dafs 

dadurch werden zwei Schwingungen bestimmt, aus denen 
man sich die Schwingung des Teilchens zusammengesetzt 
denken kann. 
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5. Zwischen zwei Punkten ist ein elastischer Faden 
von der Länge 3a ausgespannt; derselbe wird durch zwei 
Teilchen, die beide die Masse 1 haben, in drei gleich 
grofse Teile geteilt. In der Gleichgewichtslage beträgt 
die Spannung in den drei Fadenstücken T^ während die 
Spannung im übrigen als der Länge des Fadenstückes 
proportional angenommen wird. Bestimme die Schwin- 
gungen der Teilchen, wenn sie ohne die gerade Linie 
zwischen den festen Funkten zu verlassen, etwas von der 
Gleichgewichtslage entfernt und dann sich selbst über- 
lassen werden. 
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